Vorlesung Informatik 2
Algorithmen und Datenstrukturen

(18 — Baume: Grundlagen und naturliche Suchbaume)
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Baume (1)

Baume sind

verallgemeinerte Listen
(jedes Knoten-Element kann mehr als einen Nachfolger haben)

spezielle Graphen:

— Ein allgemeiner Graph G = (V,E) besteht aus Knoten V (vertices) und
Kanten E cV x V (edges).

— Die Kanten sind entweder gerichtet oder ungerichtet.

— Knoten und Kanten konnen markiert sein (sie tragen weitere Informationen).

Ein Baum ist ein zusammenhangender azyklischer Graph. Es gilt:
# Knoten= # Kanten+1

ein allgemeines & zentrales Konzept zur hierarchischen Strukturierung von
Informationen:

— Entscheidungsbaume

— Codebaume

— Syntaxbaume
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Baume (2) "
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Unterscheide verschiedene Arten von Baumen

« Ungerichteter Baum

5 6
4

2

« Gewurzelter Baum (Wurzelbaum, ein Knoten ist als Wurzel ausgezeichnet)

4e «—— Wurzel
5
% 6
1 2

— Von jedem Knoten k fuhrt genau ein Pfad (Folge paarweise benachbarter Kanten)
zur Wurzel

— Vater (Elter, direkter Vorganger) eines Knotens k ist der erste Nachbar auf dem
Pfad von k zur Wurzel

— Sohne (Kinder, direkte Nachfolger) sind die anderen Nachbarn von k

— Der Rang von k ist die # Sohne des Knotens k
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Gewurzelter Baum:

— Wurzel: einziger Knoten ohne Vater

— Blatter: Knoten ohne Sohne

— innere Knoten: alle Knoten, die kein Blatt sind

— Ordnung eines Baumes T: maximaler Rang eines Knotens von T
— Der Begriff Baum wird oft als Synonym fur Wurzelbaum gebraucht

Geordneter Wurzelbaum: Unter den Sohnen jedes Knotens ist eine Ordnung
festgelegt, etwa Uber < -Relation unter Schlusseln in Knoten

Binarbaum: Geordneter Wurzelbaum der Ordnung 2, Sohne werden mit linker Sohn,
rechter Sohn bezeichnet

Vielwegbaum: geordneter Wurzelbaum der Ordnung > 2 4
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Exaktere Definition flr die Menge M,

der geordneten Wurzel-Baume der Ordnung d (d = 1):

« Ein einzelner Knoten ist in M

« Sindt,, .. .t;in My und ist w ein Knoten, dann ist w mit den Wurzeln von
t,, . ...ty als Nachfolgern (v.l.n.r.) ein Baum t. Die t, sind Teilbaume von t.

— Nach dieser Definition muss jeder Knoten Rang d haben.

— Allgemeiner darf der Rang auch kleiner sein.

— Knoten von Binar-Baumen haben entweder 0 oder 2 Sohne.

— Man konnte auch Knoten mit genau 1 Sohn zulassen, indem in obiger Definition

auch leere Teil-Baume erlaubt werden.



Rekursive Definition A

ur FOR
uuuuuuuuuu
1BUR

1. ist ein Baum der Ordnung d, mit Hohe 0.

2. Sind t,,...,t, beliebige, disjunkte Baume der Ordnung d, so erhalt man
einen (weiteren) Baum der Ordnung d, indem man die Wurzeln von
t,,....,t; zu Nachfolgern einer neu geschaffenen Wurzel w macht. Die

Hohe h des neuen Baums ist dann max {h(t,),...,h(t)}+1.

Festlegung: d = 2 Binarbaume, d > 2 Vielwegbaume.
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Strukturelle Eigenschaften von Baumen N
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Tiefe eines Knotens k: # Kanten von der Wurzel des Baums bis k
(Abstand von k zur Wurzel)

Hohe h(t) eines Baumes t: Maximale Tiefe eines Blattes von t.
Alternative (rekursive) Definition:

— h(Blatt) =0

— h(t) = 1 + max{ h(t) | Wurzel von t; ist Sohn von Wurzel von t}

Niveau i: alle Knoten in Tiefe |

Vollstandiger Baum: Baum, bei dem jedes nichtleere Niveau volle Knotenanzahl hat.
—> alle Blatter haben die gleiche Tiefe.
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Verwendung von Baumen fur die Losung des WBP:
« Knoten: Speicher fur Datensatze
« Baum: Speicher fur Datenmengen

« Besonderer Vorteil (gegenuber Hash-Tabellen): Durchlauf der gesamten Menge von
Satzen (etwa in sortierter Reihenfolge) leicht moglich.



Natirliche, binare Suchbaume (1) N
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Ziel: Speichern, Wiederfinden von Datensatzen (allgemeiner: WBP)
Zwei alternative Speicherungsformen:

« Suchbaume: Schlissel werden in inneren Knoten gespeichert
Blatter sind leer (oft=null) sie reprasentieren Intervalle zwischen den Schllsseln

« Blattsuchbaume: Schlussel werden in Blattern gespeichert
innere Knoten enthalten Hinweise zum Auffinden

Suchbaum-Bedingung:
fur jeden inneren Knoten k qilt: alle Schltssel links unterhalb von k (im linken

Teil-Baum t,) sind < als der Schlussel in k und alle Schlissel rechts unterhalb von k
(im rechtenTeil-Baum t,) sind > als der Schlussel in k
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Blatter in Suchbaum reprasentieren Intervalle zwischen den Schlusseln der i. Knoten
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Wie sucht man in einem Suchbaum nach Schlissel s? (Blatt =null)

k = wurzel;

while (k = null) {
IT (s == k.key) return true;
IT (s < k.key) k = k.left;
else k = k.right

+

return false; 11



Beispiel (ohne Stopper)

Suche nach Schlussel s endet beim Suchbaum in Knoten k mit k.key == s oder in

Blatt, dessen Intervall s enthalt

Wurzel ——
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Blattsuchbaum:
« SchlUssel werden in Blattern gespeichert

« Hinweise (Wegweiser) werden in inneren Knoten gespeichert, sodass s, <s, <s,
(s, : Schlussel in linkem TB, s, : Wegweiser in k, s, Schlissel in rechtem TB)

« Wahl fir s: entweder maximaler Schllissel von t, (Ublich) oder minimaler Schlissel
von t.
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Beispiel: Blattsuchbaum "
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Blatter enthalten die Schlussel, innere Knoten Wegweiser.
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Wie sucht man in einem Blattsuchbaum nach Schliissel s? (Blatt = Knoten mit 2
null-Ref.)

k = wurzel;
iIf (k == null) return false;
while (k.left = null) { // damit auch k.right = null

1T (s <= k.key) k = k.left;

else k = k.right;
} // jetzt i1in Blatt

return s==k.key;

Im Folgenden werden Suchbaume (nicht Blatt-) betrachtet.
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Naturliche Baume (5)

class SearchNode {
int content;
SearchNode left;

SearchNode right;
SearchNode (int c){ // Konstruktor fuer einen Knoten

content = c; // ohne Nachfolger
left = right = null;
+

} //class SearchNode

class SearchTree {
SearchNode root;
SearchTree () { // Konstruktor fuer leeren Baum

root = null;

1
// ...
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Naturliche Baume (6)

/* Suche nach c 1m Baum */
boolean search (int c) {
return search (root, c);
+
boolean search (SearchNode n, int c){
while (n = null) {
IT (c == n.content) return true;
IT (c < n.content) n = n.left;
else n = n.right;

}

return false;

17



Natirliche Baume (7) N
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Alternative Baumstruktur:

« Statt Blatt 2 null verwende: Blatt ~ Referenz auf besonderen Stopper-Knoten b

« Bei Suche speichere Suchschlissel s in b und spare Vergleiche in inneren Knoten.

Verwendung eines Stoppers fur die Suche!

18



Beispiel (mit Stopper)
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Einfugen eines Knotens mit Schlussel s in Suchbaum t:
1. Suche nach s endet in Knoten mit s: nicht einflUgen, da sonst doppelte Schlussel

2. Suche endet in Blatt b: Mache b zu innerem Knoten mit s als Schlussel und zwei
neuen Blattern.

— Baum bleibt Suchbaum!

20



Natirliche Baume (8) N
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Einflgen 5

v

« Baum-Struktur hangt von Einfugereihenfolge in anfangs leeren Baum ab
« Hohe kann linear zunehmen, sie kann aber auch in O(log n) sein, genau

[log, (n+1) 1.
21



Natiirliche Baume (9) "N

int height (O
return height (root);
+
int height (SearchNode n){
iIf (n == null) return O;
else return 1 + Math.max (height (n.left), height (n.right));

}

/* Fuege c 1m Baum ein; gib true zurueck, falls erfolgreich
und false, falls schon vorhanden */
boolean 1nsert (int c¢c) { // Fuege c ein;
iIf (root == null){
root = new SearchNode (c);
return true;
} else return insert (root, c);

22



Naturliche Baume (10)

boolean insert (SearchNode n, int c){
while (true){
IT (c == n.content) return false;
IT (c < n.content){
iIT (n.left == null) {
n.left = new SearchNode (c);
return true;
} else n = n_left;
} else { // c > n.content
iIT (n.right == null) {
n.right = new SearchNode (c);
return true;
} else n = n.right;



Sonderfalle N
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Die Struktur des resultierenden Baums hangt stark von der Reihenfolge ab, in

der die Schliissel eingefiigt werden. Die minimale Hohe ist[log,n + 1] und die
maximale Hohe ist n.

Resultierende Suchbaume fur die Reihenfolgen 15, 39, 3, 27, 1, 14 und 1, 3,
14, 15, 27, 39:

15 3
/-|°\ '|\
/ \ L
3 39 '|’\
/’.|k\; Pt /.| \15
i 14 27
] E o] K




Natiirliche Baume (11) "

|||||
uuuuuuuuuu
FREIBUR

Ein Naturlicher Baum entsteht durch iteriertes Einfugen in den anfangs leeren Baum.

« Welche Baume sind die haufigeren/typischeren, die ausgeglichenen, die
degenerierten?

« Wie teuer ist das Einfugen?

25
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Entfernen eines Knotens mit Schlissel s aus einem Baum (Beibehaltung der Suchbaum
Eigenschaft)

1. Suche nach s, falls nicht da: fertig; sonst endet die Suche mit k.key == s und

2. k hat keinen, einen oder zwei Sohne:
(a) kein Sohn: fertig, Vater bekommt Zeiger auf null
(b) nur ein Sohn ist da : lasse Vater v von k darauf statt auf k zeigen
(c) zwei Sohne: suche kleinsten Wert in rechtem Teilbaum, d.h. mache einen Schritt
nach rechts und beliebig viele nach links bis zu p (symmetrischer Nachfolger von k);
kopiere p.key nach k, I6sche p (max. einen Sohn, also nach a, b behandeln)

26



Symmetrische Nachfolger (A
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Definition: Ein Knoten q heil3t der symmetrische Nachfolger eines Knotens p,
wenn g den kleinsten Schlussel enthalt, der grol3er als der Schlussel von p ist.

Beobachtungen:

1. Der symmetrische Nachfolger g von p ist der am weitesten links stehende
Knoten im rechten Teilbaum von p.

2. Der symmetrische Nachfolger hat hochstens einen Nachfolger, welcher
der rechte ist.

27



Auffinden des symmetrischen Nachfolgers €%
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Beobachtung: Wenn p einen rechten Nachfolger hat, gibt es immer einen
symmetrischen Nachfolger.

« Zunachst gehen wir zum rechten Nachfolger von p.

* Von dort aus gehen wir solange jeweils zum linken Nachfolger, bis wir
einen Knoten ohne linken Nachfolger finden.

Y

28



Idee der Loschoperation "
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Wir Ioschen p, indem wir den Inhalt von p durch den seines symmetrischen
Nachfolgers g ersetzen. Danach |6schen wir q.

Loschen von q ist einfach, weil g hochstens einen Nachfolger hat.
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Beispiele

k hat keinen, einen oder zwei innere Sohne:

a)

[

7

b)

A

b

v

k
v
Kk
v
kK

:
:

\
o

tr

d)

)
IMFORMATIC
R

30



Naturliche Baume (12)

boolean delete (int c){
return delete (null, root, c);

}

// loesche c 1m Baum mit Wurzel n, deren Vorgaenger vn ist
boolean delete (SearchNode vn, SearchNode n, Int c){
IT (n == null) return false;
IT (c < n.content) return delete (n, n.left, ¢);
iIT (c > n.content) return delete (n, n.right, c);
// jetzt gilt: c == n.content
iIT (n.left == null) {
point (vn, n, n.right);
return true;
}
IT (n.right == null) {
point (vh, n, n.left);
return true;

31



Natiirliche Baume (13) "N

// jetzt ist n_.left '= null und n.right = null
SearchNode g = vSymNach (n);
iIT (n == q) { // rechter Sohn von g i1st vSymNach (n)
n.content = q.right.content;
q-right = g.right.right;
return true;
} else { /7/ linker Sohn von g ist vSymNach (n)
n.content = g.left.content;

q-left = q.left.right;
return true;

}

} /7 boolean delete (SearchNode vn, SearchNode n, iInt c¢)

32



Natirliche Baume (14) "N

// vn soll auf m statt auf n zeigen; ist vn == null, zeigt root auf
void point (SearchNode vn, SearchNode n, SearchNode m){
iIT (vnh == null) root = m;
else 1T (vn.left == n) vn.left = m;
else vn.right = m;
+

// liefert Vater des symmetrischen Nachfolgers:
SearchNode vSymNach (SearchNode n)
iIT (n.right_left = null) {
n = n.right;
whille (n.left.left = null) n = n_left;
+

return n;

33
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