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Binare Suchbaume

Binarbaume zur Speicherung von Mengen von Schlusseln (in den inneren
Knoten der Baume), so dass die Operationen

« Suchen (find)

« Einfugen (insert)

« Entfernen (remove, delete)
unterstutzt werden.

Suchbaumeigenschaft: Die Schlussel im linken Teilbaum eines Knotens p
sind alle kleiner als der Schlussel von p, und dieser ist wiederum
kleiner als samtliche Schlussel im rechten Teilbaum von p.

Implementierung:
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Beispiel fur Suchen, Einfugen, Entfernen




Naturliche Baume

Einflgen 5

»

« Baum-Struktur hangt von Einfugereihenfolge in anfangs leeren Baum ab

« Hohe kann linear zunehmen, sie kann aber auch in O(log n) sein, genau

[log,(n+1)]



Analyse naturlicher Suchbaume

Zwei alternative Vorgehensweisen zur Bestimmung der internen Pfadlange:

1. Random-Tree-Analyse, d.h. Mittelwert uber alle moglichen Permutationen
der (in den anfangs leeren Baum) einzufugenden Schlussel.

2. Gestaltanalyse, d.h. Mittelwert Uber alle strukturell moglichen Baume mit n
Schlusseln.

Unterschied des Erwartungswertes fur die interne Pfadlange:
1.~ 1.386 n log,n — 0.846 n + O(log n)
2. ~ n¥Vrn + O(n)



Ursache fur den Unterschied
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3,2,1 3,1,2 1,3,2 3,2,1 2,1,3 und 2,3,1

- Bei der Random-Tree-Analyse werden ausgeglichene Baume haufiger
gezahlt.



Interne Pfadlange

Interne Pfadlange: Mal} zu Beurteilung der Gute eines Suchbaumes.
Rekursive Definition:

1. Ist t der leere Baum, so ist
I(t) = O.

2. Fur einen Baum mit Wurzel t, linkem Teilbaum t, und rechtem
Teilbaum t_ gilt:
I(t) ;= I(t,) + I(t,)+ Zahl der Knoten von t.

Offensichtlich gilt: i©) = Y (Tiefe(p)+1)
P

P innerer Knoten von t



Durchschnittliche Suchpfadlange

FUr einen Baum t ist die durchschnittliche Suchpfadlange definiert durch:
D(t) = I(t)/n, n = Anzahl innerer Knoten in t
Frage: Wie grof} ist D(t) im
* besten
* schlechtesten

* mittleren Fall

fur einen Baum t mit n inneren Knoten?



Interne Pfadlange: Bester Fall

Es entsteht ein vollstandiger Binarbaum



Interne Pfadlange: Schlechtester Fall
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Zufallige Baume

Seien oBdA die Schlussel {1,...,n} einzufugen.
Sei ferner s,,..., s, eine zufallige Permutation dieser Schlussel.

Somit ist die Wahrscheinlichkeit P(s, = k), dass s, gerade den
Wert k hat, genau 1/n.

Wenn k der erste Schlussel ist, wird k zur Wurzel.

Dann enthalten der linke Teilbaum k — 1 Elemente (namlich die
Schlussel 1,...,k - 1) und der rechte Teilbaum n — k Elemente (d.h. die
Schlussel k + 1,...,n).
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Erwartete interne Pfadlange

E1(n) : Erwartungswert fur die interne Pfadlange eines zufallig
erzeugten binaren Suchbaums mit n Knoten

Offensichtlich gilt: E] (0)= 0
EI(]) =1

El(n) = % Zn:(EI(k—l)+ El(n—k) +n)
k=1

— n+%£ Z El(k—1)+zn: El(n—k)j
k=1 k=1

Behauptung: EI(n) =~ 1.386n log,n - 0.846n + O(logn).
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Beweis (1)

n

ElI(n+1) = (n+1) + 2
n+1l =

und daher

(n+1) * EI(n+1) = (n+1)° + 2 *Zn: El (k)

k=0

n-1
n* El(n) =n° + 2 El (k)

0

x
I

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt

(n+1) ElI(n+1) — n* EI(n) = 2n + 1 +2 * El(n)
(n+1) ElI (n+1) = (n+2) ElI(n) + 2n +1

2n+1+ n+2

n+1 n+1

ElI(n+1) = ElI(n).

* > El(k)
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Beweis (2)

Durch vollstandige Induktion uber n kann man zeigen, dass fur alle n > 1 gilt:

ElI(n) = 2(n+1) H, — 3n

H =1+ % ot l ist die n -te harmonische Zahl, die wie folgt
n

abgeschatzt werden kann:

2n 2

Hn:Inn+7+i+O(i)
n

Dabeiist y = 0.5772 ... die so genannte Eulersche Konstante.
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_ Beweis (3)

Damit ist EI(nN) =2n Inn— (3-2y) * n + 2Inn + 1 + 2y + O(lj
n
Und daher El(n) =2n Inn—- (3-2y) + 2Inn + ...
n
__2 . log,n — (3-2y) + 2Inn + ...
log, e
_2logy 2, log,n — (3-2y) + 2Inn T
log,, e
2Inn
~ 1.386 log,n — (3—2y) + + ...
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Beobachtungen

Suchen, Einfugen und Entfernen eines Schllssels ist bei einem
zufallig erzeugten binaren Suchbaum mit n Schlusseln im Mittel in
O(log, n) Schritten moglich.

Im schlechtesten Fall kann der Aufwand jedoch Q(n) betragen.

Man kann nachweisen, dass der mittlere Abstand eines Knotens von
der Wurzel in einem zufallig erzeugten Baum nur etwa 40% Uber
dem Optimum liegt.

Die Einschrankung auf den symmetrischen Nachfolger
verschlechtert jedoch das Verhalten.

FUhrt man in einem zufallig erzeugten Suchbaum mit n Schlisseln n?
Update-Operationen durch, so ist der Erwartungswert fur die
durschnittliche Suchpfadlange lediglich ©(Vn).
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Typischer Binarbaum fur eine zufallige 7))
Schlusselsequenz
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Resultierender Binarbaum nach n? Updates
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Strukturelle Analyse von Binarbaumen

Frage: Wie grof ist die durchschnittliche Suchpfadlange eines Binarbaumes mit n
inneren Knoten, wenn man bei der Durchschnittsbildung jeden strukturell
maoglichen Binarbaum mit n inneren Knoten genau einmal zahlt?

Antwort; Sei

|, = gesamte interne Pfadlange aller strukturell verschiedenen Binarbaume mit n
inneren Knoten

B,, = Anzahl aller strukturell verschiedenen Baume mit n inneren Knoten

Dannist| /B, =
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Strukturell verschiedene Binarbaume
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3,2,1 3,1,2 1,3,2 3,2,1 2,1,3 und 2,3,1
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Anzahl strukturell verschiedener Binarbaume ¥ -
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Gesamte interne Pfadlange aller Baume mit n Knoten ™

* Fur jeden Baum t mit linkem Teilbaum t, und rechtem Teilbaum t_gilt:
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Zusammenfassung

Die durchschnittliche Suchpfadlange in einem Baum mit n inneren Knoten (gemittelt
uber alle strukturell moglichen Baume mit n inneren Knoten) ist:

1/n 1 /B,
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