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1 Problemstellung

1.1  Uberblick

Um die durchschnittliche Pfadléinge einer Website zu minimieren werden so-
genannte Hotlinks eingefithrt. Ein Hotlink verbindet eine beliebige Seite in
der Navigationsstruktur (Hotparent) mit einer Seite (Hotchild). Dabei wird
die Website in eine Baumstruktur iiberfiihrt, die folgende Bedinungen erfiillt:

e Es fithrt genau ein Pfad (der kiirzeste) zu jedem Knoten.

e Die Blétter des Baumes werden als die Seiten mit den gesuchten Infor-
mationen angenommen. Daher werden nur diese mit Gewichten verse-
hen, die den Zugriffshaufigkeiten entsprechen.

e Die Gewichte der anderen Knoten ergeben sich aus den Summen der
Kinder des jeweiligen Knotens.

Es kénnen dann Hotlinks eingefiigt werden, so dafl nur ein Hotlink von jedem
Knoten ausgeht. Das Hotchild liegt dabei auf dem Pfad, der vom Hotparent
ausgeht. Optimalerweise werden Hotlinks so gewéhlt, daf sie bevorzugt kurze
Pfade fiir Blatter mit hohem Gewicht erzeugen, also wére in einer Website
eine haufig besuchte Seite {iber wenige Schritte erreichbar.

8
W
\““‘
\“
R
R
R
R
o
o
LLLLITITPS B o,
> "l, 0,
o 1, ,
", e,
& ', ?,
", >
& o, ,
ey, “,
e, %
(N -
., %
, 2
, 2
., . >
’ “, ‘ ‘e, =
% e, 3
3 >
% ., 3
- g =
- - '
. \\“ ’ '. ‘ E . ’ : ‘ ' '
R :
R z H
R 3
R H 3
S H E
R H 3
N = S
5 v £
%
"'
A



1.2 Formale Beschreibung

Folgende Grofien sind zentral fiir die formale Beschreibung des Problems.

dist(u,v)

Die Distanz dist(u,v) ist der Abstand zwischen 2 Knoten. Sie zahlt die Kan-
ten auf dem kiirzesten Pfad zwischen 2 Knoten.

w(u)

Das Gewicht w(u) eines Knotens entspricht bei Blattern der Zugriffswahr-
scheinlichkeit. Bei Navigationsknoten entspricht es der Summe der Gewichte
der Kinder.

1.2.1 Ziel eines Hotlink Assignments

Ziel eines Hotlink Assignments A ist es die durchschnittliche Pfadldnge zu
minimieren. Man summiert dabei fiir jedes Blatt [ das Produkt aus Distanz
dist*(r,1) (die neue Distanz, die sich durch das verwenden der Hotlinks er-
gibt) und dem Gewicht des Blattes w(l):

p(A) = w(l)dist™(r,1)

leL
Daraus berechnet sich der Gain g(A) eines Hotlink Assignments als die ein-

gesparte Pfadlinge. p(0)) und p(A) sind die durchschnittlichen Pfadlingen
von urspriinglichem Baum und dem Baum mit Hotlinks:

Als Giitemafle fiir Naherungsalgorithmen definieren wir im folgenden zwei
Néherungsgrade:

Néherungsgrad Pfadlange: p(A)/p(OPT)
Néherungsgrad Gain: g(OPT)/g(A)

Wobei p(OPT') und g(OPT') der durchschnittlichen Pfadlinge und dem Gain
des optimalen Hotlink Assignments entsprechen. Es wird sich herausstellen,
dal der Ndherungsgrad fiir die Pfadlénge das schlechtere Giitekriterium ist,



da der Ndherungsgrad fiir den Gain die Pfadldnge des Ursprungsbaumes mit
in Betracht zieht.
1.2.2 Besondere Eigenschaften

Der Vollstadigkeit halber beschreibe ich hier noch formal einige weitere Ei-
genschaften der Hotlink Assignments:

1. Wie bereits erwihnt liegt ein Hotchild v immer auf einem Pfad desc(u)
der vom Hotparent u ausgeht:

v € desc(u) fur alle (u,v) € A

2. Da wir vom Greedy User Modell ausgehen, bentzt ein Besucher jeden
Hotlink, der ihn n&her an sein Ziel bringt. Auch wenn ein Hotlink dabei
iibersprungen wird, der mehr Schritte einsparen wiirde. Solche Hotlinks
werden daher ausgeschlossen:

Wenn (u,v) € A, dann gibt es kein (u/,v") € A, so daf§
v € desc(u) Nanc(v) und v" € desc(v)

3. Von dem Knoten geht nur ein Hotlink aus:

Fiir jedes u € T' gibt es hochstens ein (u,v) € A

1.2.3 Schwerste Kinder und ,,heavy path*

In einigen Algorithmen ist der ,heavy path“ von Bedeutung. Er bezeichnet
den Pfad der Kanten, die zum jeweils ,,schwersten Kind“ fithren. Das schwers-
te Kind ist definiert {iber:

> definiert eine Ordnung iiber den Kindern eines Knotens, so daf:

w(u) > w') = u=ud

u ist das schwerste Kind, wenn fiir alle Paare (u,u’) von Geschwisterknoten
gilt u = o’



2 Algorithmen

2.1 GREEDY

Der GREEDY-Algorithmus ist ein naives Verfahren mit erstaunlich guter
Leistung.
Das Vorgehen ist denkbar einfach:

e Suche den optimalen Hotlink mit der Wurzel des Baumes als Hotparent
e Wiederhole diesen Schritt rekursiv fiir alle Teilbdume unter der Wurzel

Der GREEDY-Algorithmus ist eine sogenannte ,top-down“-Methode, weil
er vollstindig iiber die Wahl eines Hotchilds charaktierisiert ist. Bei allen
,top-down“-Algorithmen wird erst ein Hotlink fiir die Wurzel des Baumes
gesucht und dann wird rekursiv die gleiche Methode fiir alle Teilbdume unter
der Wurzel angewendet. Zu beachten ist dabei, dafl von den Teilbdumen die-
jenigen Teilbdume entfernt werden miissen, deren Wurzel das Hotchild des
gefundenen Hotlinks sind. Dadurch wird die zweite besondere Eigenschaft
von Hotlink Assignments erfiillt. (vgl. Abschnitt 1.2.2)

Es lédsst sich zeigen das der Naherungsgrad fiir den Gain im schlechtesten
Fall bei 2 liegt. Das macht diesen Algorithmus trotz seines naiven Ansatzes
sehr interessant, da er natiirlich auch leicht zu implementieren ist.

2.2 PMIN

Der PMIN-Algorithmus ist ebenfalls eine ,,top-down“-Methode. Allerdings
ist die Wahl des Hotchilds nicht so trivial wie beim GREEDY-Algorithmus.
Zunéchst definieren wir folgende Formel p,,in:

puin(T) = D7 (w(u) = max w(v))+ 3 w()
weV (LU{r}) leL

Diese Formel summiert alle Gewichte aller Knoten in T ausgenommen der
Whurzel und aller ,,schwersten Kindern® jedes Knotens (aufier der Wurzel). In
Abbildung 1 ist die Auswahl der Knoten deren Gewichte summiert werden
grafisch dargestellt. In diesem Graphen wird davon ausgegangen, dafl der
Baum so normiert wurde, daf die schwersten Kinder eines Knoten ganz links
aufgezeichnet werden.



Ein Hotchild v von r wird dann so gewéhlt, daf§ folgende Formel minimiert

wird:
pmm Z pmm {v}))

u€ch(r)

Wobei T'(u) — (—{v})

Fiir diesen Algorithmus sind keine ,,worst-case“-Néherungsgrade bekannt.

Bei den Versuchen zeigt er aber sehr gute Werte fiir die maximalen N&herungsgrade.
Er ist also extrem stabil, trotz des relativ einfachen Ansatzes.

Abbildung 1: PMIN: Gewichte der griinen Knoten werden summiert, rote
Kreise sind ausgeschlossen



2.3 H/PH

Der H/PH-Algorithmus ist der letzte ,,top-down“-Algorithmus, der hier vor-
gesellt wird. Die Grundidee der letzten Algorithmen ist komplexer und der
Baum wird auf verschiedenen Weise vorverarbeitet.

H/PH verfahrt wie folgt,um den Hotlink fiir die Wurzel zu finden:

e Es wird nach dem Knoten h gesucht, dessen Gewicht w(h) moglichst
nah bei der Hilfte des Gewichtes der Wurzel w(r)/2 liegt.

e h wird Hotchild der Wurzel r, wenn w(h) > aw(r). Sonst wird der
Vater p;, von h zum Hotchild.

Der Faktor o berechnet sich dabei folgendermaflen:

«

o= ( )20-2) ~ 0, 2965

l -«
Der Niherungsgrad fiir Pfadldnge ist maximal 1,141 1log(A + 1). (A ist der
Ausgangsgrad des Graphen) In der Praxis zeigen sich jedoch relativ schlechte
Ergebnisse fiir die Naherungsgrade.

2.4 HEAVY PATH

Bei diesem Algorithmus wird der Baum in eine Menge von ,heavy paths
aufgeteilt. Das sind die Pfade entlang der schwersten Kinder (siehe Abschnitt
1.2.3). In der Abbildung 2 sind die ,heavy paths“ gleichfarbige, miteinander
verbundene Knoten.

In diesen , heavy paths“ werden den Knoten neue Gewichte W (u) zugewiesen.
Dieses Gewicht ergibt sich aus dem alten Gewicht abziiglich des Gewichtes
des schwersten Kindes vy:

13

W(u) = w(u) = w(vy)

Dadurch entspricht das Gewicht eines Knotens praktisch dem abgeschnitte-
nen Teilbd&umen, deren Wurzel nicht das schwerste Kind ist.

Die Pfade werden als Listen notiert: uq, ..., u,. In jeder dieser Listen weif3t
man einen Hotlink (uq,u;) so zu, daf gilt:

Doi<ji Wiuy) < %Zlﬁj<n W(uj) und 32, i, W(u;) < %Z1§j<n W (uy)



Abbildung 2: HEAVY PATH: Gleichfarbige, verbundene Knoten sind ein
,heavy path*

N

Weitere Hotlinks werden genauso rekursiv fiir die Unterlisten us, ..., u;_1 und
Ui, ..., Uy erstellt.

Der HEAVY PATH-Algorithmus kann mit linearer Laufzeit implementiert
werden und hat daher die beste Worst-Case-Laufzeit. Das macht ihn zum Fa-
voriten bei zeitkritischen Anwendungen. Der Ndherungsgrad fiir die Pfadldnge
ist maximal auf 3log(A + 1) beschrénkt.

2.5 CENTIPEDE

Beim CENTIPEDE-Algorithmus darf nur das jeweils schwerste Kind von ei-
nem Hotlink {ibersprungen werden. Dazu werden alle Knoten aus dem Baum
entfernt, die nicht Kinder von der Wurzel sind und nicht in dem Teilbaum
liegen, dessen Wurzel das schwerste Kind ist. (Siehe Abbildung 3)



Ein Hotlink Assignment wird jetzt sowohl fiir den neuen Baum als auch re-
kursiv fiir die Baume der nicht-schwersten Kinder unabhéngig berechnet.

Abbildung 3: CENTIPEDE

&%}E % ﬁ%

Durch diese Vorgehensweise 148t sich der maximale Naherungsgrad fiir die
Pfadlénge auf 2 beschréanken.

2.6 LPATH

Beim LPATH-Algorithmus sind die Hotlinks auf die Léange h beschrénkt. Je
grofler man h wihlt desto ndher kommt das erzeugte Hotlink Assignment
an die Optimallosung heran. Wihlt man A grofler oder gleich der Tiefe des
Baumes ist das Ergebnis optimal. Bei den spéter folgenden Experimenten
wurden die Giitemafle der Optimallésung mit diesem Verfahren bestimmt.
Es handelt sich um einen dynamischen Programmieralgorithmus in dem das
Problem folgendermaflen aufgeteilt wird:

Teilprobleme sind Teilbdume T, und ein Pfad mit Knoten, die bereits Hot-
links auf Elemente in T, haben. Sie sind definiert iiber das Tripel (g, a, u):
q: Gerichteter Pfad an den T, angehéngt wird.

a: Vektor fiir Hotlinks aus ¢

w: Definiert T,, iiber die Formel:

T = T(par(u))(—{u|u’ > u})

Die Abbildung 4 zeigt ein solches Teilproblem.



Der Algorithmus ist ein sogenannter PTAS (Laufzeit O(|V|3")), weil er das
Ergebnis beliebg nah an die Optimallosung anndhern kann.

Der Nédherungsgrad fiir den Gain ist dann maximal %

Abbildung 4: LPATH Teilproblem

3 Experimente

3.1 Versuchsumgebung
3.1.1 Testwebseiten

Es wurden 33 echte Testwebseiten untersucht. Die Seiten waren von brasi-
lianischen und deutschen Universitaten. Sie hatten eine Grofle von 48 bis
217.213 Knoten und eine Tiefe von 4 bis 88 Ebenen
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AuBlerdem wurden 1000 kiinstliche Webseiten erzeugt. Das Verfahren war
dabei wie folgt: Jeder neue Knoten wird einem anderen als Kind zugewie-
sen, wobei die Wahrscheinlichkeit fiir einen Knoten ausgewéhlt zu werden
abhéngig von Anzahl seiner bisheriger Kinder ist.

Die 1000 Seiten setzten sich aus jeweils 10 Instanzen der Groie 1000, 2000, ... ,
100000 zusammen. Die Gewichte der Blatter wurden nach der Zipf-Verteilung
zugeordnet. Das ist eine ,typische Zugriffsverteilung“ aus der Literatur. Ab-
bildung 5 zeigt diese Verteilung.

Abbildung 5: i-schwerstem Blatt wird das Gewicht —— zugeordnet(H,, ist
die m-te harmonische Zahl; m ist die Anzahl der Blatter des Baumes)
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3.2 Messungen

Jeder Algorithmus wurde auf alle Testinstanzen angewendet. (LPATH mit
den Parametern h = 2,3,...,15) Gemessen wurden jeweils Laufzeit und
Pfadlange p(A) = ZZGL ()dzstA(r [) des Hotlink Assignments. Aus der

Pfadlénge wurden folgende weitere Werte berechnet:
Gain: g(A) = p(0) — p(A)
Relativer Gain: g(A)/p(0)

Néherungsgrad Pfadlange: p(A)/p(OPT)

Néherungsgrad Gain: g(OPT)/g(A)
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Gain

Tabelle 1 zeigt die prozentualen Ergebnisse fiir den Gain. Die ersten bei-
den Spalten sind Grofle und Tiefe einer exemplarischen Testwebseite. Da-
nach folgt der Gain des optimalen Ergebnisses (berechnet vom LPATH-
Algorithmus).

Es zeigen sich sehr gute Werte fiir GREEDY und PMIN.

Niherungsgrad

Die Tabelle 2 zeigt die Ndaherungsgrade fiir Gain bzw. Pfadlange verschiede-
ner Algorithmen. Besonders auffallend sind hier die grofien Werte fiir H/PH
und HEAVY PATH beim Naherungsgrad des Gain. Obwohl die angegebenen
obere Schranke fiir den Niaherungsgrad der Pfadlédnge eigentlich gute Ergeb-
nisse erwarten ldasst. GREEDY, PMIN und auch CENTIPEDE schneiden
wesentlich besser ab. LPATH ist allerdings schon ab A = 4 absolut unschlag-
bar. Das gilt iibrigens auch fiir die exemplarischen Gain-Werte der Tabelle
1 bei denen LPATH ,;aufler Konkurenz* in einer eigenen Tabelle aufgefiihrt
wurde.

Laufzeit

Abbildungen 6 und 7 zeigen die Laufzeiten der Algorithmen. Besonders be-
merkenswert ist die steile Kurve von CENTIPEDE. Man beachte auch die
logarithmische Skalierung in der Grafik des LPATH-Algorithmus. Bei einem
h > 8 ist die Laufzeit bereits langer als bei den anderen Algorithmen. Das an-
dere Extrem ist der HEAVY PATH Algorithmus mit seiner linearen Laufzeit
und entsprechend hohen Geschwindigkeiten.
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Tabelle 1: Gain
V| d | OPT | creepy | pmin | v/pH | HEAVY | cENTI-
PATH | PEDE

48 6 | 53.41 | 53.41 | 53.41 | 50.58 | 49.10 | 51.14
117 4 12077 2177 | 21.77 | 14.12 | 0.00 15.38
320 T |42.73 | 40.88 | 42.68 | 29.68 | 31.72 | 41.66
369 5 | 30.39 | 30.39 |30.25] 1215 | 1274 | 24.13
443 10| 49.72 | 49.54 | 44.81 | 37.37 | 30.97 | 40.24
542 6 | 26.53 | 26.03 |24.86| 7.15 6.44 22.35
556 4 | 1270 | 1098 | 12.70| 0.32 0.00 9.69
646 5 | 28.12 | 27.26 | 28.12 ] 14.91 | 11.99 | 26.35

746 9 |1 44.74 | 44.56 | 44.52 | 31.24 | 29.70 | 41.16
842 10 | 51.67 | 50.25 | 50.70 | 38.02 | 33.41 | 41.58
1016 4 | 18.35 | 18.35 | 18.35] 5.76 5.12 17.93
1100 8 | 46.07 | 45.96 | 45.21 | 27.36 | 34.14 | 43.81
1151 T |35.51 | 35.03 |33.63]19.91| 19.59 | 33.35
1158 T |26.53 | 2593 | 2588|1681 6.07 22.30
1743 311315 13.15 |13.15| 6.15 6.12 5.63
1892 9 | 36.99 1 3598 |36.28|19.14 | 22,40 | 32.98

2275 6 | 30.37 | 30.29 |30.29 | 2215 21.32 | 27.99
2317 6 | 21.38 | 20.75 |21.36| 8.43 5.57 18.65

10484 | 16 | 55.21 | 54.22 | 54.41 | 43.29 | 41.23 | 50.24
24986 | 16 | 48.22 | 47.07 | 47.85 | 33.27 | 31.56 | 45.7:
26194 | 5 | 2343 22,77 | 2292|1190 11.64 | 20.59
30800 | 56 | 38.81 | 37.08 | 38.14 | 27.83 | 25.50 | 34.54
45439 | 23 | 35,89 | 35.33 | 35.32 | 20,95 | 19.48 | 32.24
57877 | 10 [ 39.99 | 37.20 | 39.71 | 25.21 | 24.74 | 36.39
T8AT2 | 45 54.80 | 5G.O2 | 47.01 | 45.95 | b54.15
89804 | 41 4586 | 4599 | 32.25 | 31.02 | 43.66
96288 | 26 42.61 | 43.04 | 29.02 | 30.47 | 39.52
107591 | 37 49.12 | 49.00 | 39.70 | 34.20 | 49.21
110892 | 58 3887 [ 39431 26.40 | 27.04 | 36.61
115044 | 42 4527 | 4414 | 28,54 | 31.23 | 40.68
120330 | 88 50.23 | 58.40 | 45.97 | 48.45 | 56.95
163237 | 40 ! 48.28 | 48.39 | 34.73 | 35.39 7
217213 | 15 | 43.76 | 42.32 | 43.36 | 31.91 | 32.03 | 41.02

e e e e s AL Rt )

Table 1: Relative gain (%) concerning the real instances.
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approximation ratio (gain)

algorithm worst case | min max
GREEDY 2 1.000 1.156
PMIN ? 1.000 1.109
H/PH o0 1.056 39.967
HEAVY PATH o0 1.088 4.372
CENTIPEDE o0 1.024 1.524
LPATH, h = 2 2 1.000 1.403
LPATIL, h =3 1.5 1.000 1.103
LPATH, h =4 1.333 1.000 1.010
approximation ratio (path length)

algorithm worst case | min max
GREEDY o0 1.000 1.146
PMIN 7 1.000 1.098
H/PH 111log(A—1)| 1.061 1.347
HEAVY PATH MoglA+1) | 1.081 1.378
CENTIPEDE 2 1.005 1.209
LPATH, h =2 o's] 1.000 1.351
LPATH, h =3 o0 1.000 1.092
LPATH, h = 4 00 1.000 1.009

Tabelle 2: Ndherungsgrad

le4-09 ¢ r T T ' . .
[ 49,737 nodes, depth 6 ]
G 1le4+08 F 21296 nodes, depth 9 3
g [ 45,439 nodes, depth 23
2 le++07 | 110,892 nodes, depth 58 J
T let0s | ' ]
g 100000 - o :
Q) - ) -
E 10000 [ TR 3
E e
£ 1000 p—"—" .
100 [ 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14

Figure 9: Runtime resulted from running LPATH
on tree instances for different values of h .

Abbildung 6: Laufzeit LPATH
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Abbildung 7: Andere Laufzeiten
4 Fazit

e GREEDY garantiert einen N#herungsgrad von 2 fiir den Gain und
schneidet auch in der Praxis gut ab.

e PMIN schneidet sehr gut ab und ist ebenfalls leicht zu implementieren

e Auf Naherungsgrad der Pfadldnge zugeschnittene Algorithmen schnei-
den algemein schlecht ab.

— HEAVY PATH glénzt allerdings durch seine schnelle Laufzeit

— CENTIPEDE koénnte interessant sein wenn ein N&aherungsgrad
von 2 fiir Pfadlénge garantiert sein soll

e LPATH rdumt ab: Er liefert immer die beste Annéherung und auch
noch gute Laufzeiten, wenn h > 4
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