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1 Einleitung

Die klassische Losung zur Berechnung kiirzester Wege ist die Anwendung des Dijkstra Algorithmus,
der in O(m + nlogm) Zeit selbigen findet, wobei m die Anzahl Kanten ist und n die Anzahl der
Knoten. Fiir die Berechnung zwischen zwei beliebigen Knoten im US-Straflennetzwerk, bestehend
aus ca. 24 Mio. Knoten und ca. 58 Mio. Kanten, dauert dies auf heutigen Rechnern mehr als
eine Sekunde. Fiir viele Anwendungen ist dies zu langsam. Obwohl es noch eine offene Frage ist, ob
Dijkstra [1] fiir solche Anfragen optimal ist, gibt es eine offensichtliche untere Schranke von Q(m+ n).
Um schnellere, sublineare, Anfragezeiten zu erreichen, mufy eine Vorverarbeitung stattfinden. Holger
Bast et al. [2] stellten das Transitknoten-Konzept — ein allgemeines Konzept zur Auswahl einer Menge
an Straflenknoten fiir eine Vorberechnung — vor, auf welches im Folgenden néher eingegangen wird.

2 Transitknoten

Sei ein Straflennetzwerk G = (V, E) gegeben, wobei V die Menge der Strafilen-Knoten und E die
Menge der Straenabschnitten ist. Das Ziel ist es kiirzeste Distanzen vorauszuberechnen, so dass sich
Anfragen d(s, t) nach kiirzesten Distanzen zwischen zwei Knoten s und t mittels der gespeicherten
Werte in sublinearer Zeit beantworten lassen. Allerdings kann man nicht einfach die kiirzesten Dis-
tanzen zwischen allen Punktpaaren vorberechnen, da der Zeit- und Speicheraufwand fiir Graphen wie
das US-Straflennetzwerk unverhéltnisméfig hoch ist. Also braucht es ein Kriterium, nach dem die
Punkte zur Vorberechnung ausgewahlt werden. Bast et al. wéhlten die Menge der Transitknoten T
als Menge der Punkte fiir die Vorberechnung.

Diese basieren auf der Definition eines Lokalitétsfilters L: V x V + {wahr, falsch}, der fiir zwei
gegebene Knoten entscheidet, ob diese so weit voneinander entfernt sind, dass der kiirzeste Weg
zwischen ihnen iiber mindestens einen Transitknoten lauft.

Die Menge der Transitknoten 7 hat die Eigenschaft, dass jeder kiirzeste Weg zwischen zwei Knoten
s, t mit =L(s, t) iiber mindestens einen Knoten aus 7 geht.

Weiterhin definieren Sie die Menge der Zugangsknoten A: V +— 27 zu einem Knoten v als die zu v
nachsten Transitknoten.



Abbildung 1 zeigt die Zugangsknoten fiir die Menge der Knoten aus dem schwarzen Quader im Zentrum
der Abbildung.

Angenommen es wére ein Paar (L,7) gegeben und L ist kompatibel mit 7, d.h. es gibt kein
Knotenpaar u, v, so dass =L(u, v) gilt und d(s, t) nicht iiber einen Knoten aus 7 lauft. Dann lasst
sich jede Anfrage d(s, t), fir die —L(s, t) gilt wie folgt beantworten:

e Finde alle néchsten Zugangsknoten A(s) um s.
e Finde alle nichsten Zugangsknoten A(t) um t.
e Finde min,caes) uea(r) 1d(s, v) +d(v, u) + d(u, t)}.

Die Laufzeit der Vorausberechnung dieses Ansatzes wird davon dominiert, wie viele Transitknoten es
insgesamt, bzw. wie viele Zugangsknoten es fiir einen beliebigen Knoten gibt. Bast et al. stellten
fest, dass die Menge der Transitknoten fiir das US-Straflennetz ca. 10.000 Knoten umfasst und somit
relativ klein ist. Auch die Menge der Zugangsknoten ist mit 11 im Schnitt sehr klein. Dies erlaubt
es, die kiirzesten Distanzen zwischen allen Transitknoten, sowie die kiirzesten Distanzen zwischen
allen Knoten t € V und ihren Zugangsknoten A(t) vorauszuberechnen. Kombiniert mit einer effek-
tiven Definition des Lokalitétsfilters ldsst sich damit jede solcher Anfragen mittels Tabellenanfragen
beantworten. Dies fiihrt zu einer sehr deutlichen Steigerung gegeniiber dem naiven Ansatz und einer
Verbesserung um den Faktor 50 gegeniiber der Besten bisher bekannten Losung.

Es gibt zwei Ansétze ein Paar (L, 7) zu ermitteln:

1. Man bestimmt 7, oder sie sind bereits gegeben, und man definiert sich L so, dass er mit 7
funktioniert.

2. Es wird zuerst L gewéhlt und anhand dessen 7 bestimmt.

Im Folgenden wird geméafl dem zweiten Ansatz verfahren, zuerst ein Lokalitatsfilter definiert und
anschlieBend anhand dessen die Transitknoten bestimmt.

3 Raster-Ansatz

Nachdem die allgemeine Vorgehensweise vorgestellt wurde, befasst sich dieser Abschnitt mit der Bes-
timmung der Transitknoten. Hierzu stellten Bast et al. einen Raster-basierten Ansatz vor. Dieser
unterteilt das Strafennetz in Zellen gleicher Grofle, indem er ein gleichméfiges r x r Raster, fiir ein
r € N, iiber das Stralennetz legt. Darauf aufbauend definieren Sie den Lokalitatsfilter L(u,v) =
(|C(u) — C(v)| <= 4) fiir zwei beliebige Knoten u, v € V, wobei C(x) die Zelle ist, in der sich Knoten
x € V befindet. Der Begriff Dijkstrasuche bezeichnet im Folgenden die Ausfithrung des von E. Di-
jkstra [1] entwickelten Algorithmus fiir die Suche nach kiirzesten Pfaden zwischen einer Quelle und
einem Ziel. Anhand dieser Definitionen lasst sich ein naiver Ansatz zur Bestimmung der Transitknoten
definieren:

Es sei C eine beliebige Zelle und, wie in Abbildung 2 dargestellt, inner, ein Quadrat, das im Abstand
von 2 Zellen um C liegt, und outer, ein Quadrat, das mit 4 Zellen Abstand um C liegt. Nun bestimmt
man die Menge der Kanten die C schneiden und wéhlt zuféllig fiir jede Kante einen Endpunkt aus, der



Figure 1: Zugangsknoten fiir Straflenknoten aus dem schwarzen Quader im Zentrum.

zur Menge V¢ hinzugefiigt wird. Anschlieflend verfahrt man analog mit Vinper und Viuger. Als néchstes
wird fiir jeden Punkt aus V¢ eine Dijkstrasuche gestartet, bis alle Knoten in Vuter gesetzt sind. Nun
wird der Transitknotentest durchgefiithrt. Dieser fligt die Knoten aus Vipper zu den Transitknoten 7¢
hinzugefiigt, welche auf einem kiirzesten Pfad von einem Knoten s € V¢ zu einem Knoten t € Vyter
liegen. Die Gesamtmenge der Transitknoten ist dann die Vereinigung der Transitknoten aller Zellen:
T = U/T;.

Um die Berechnung von 7 effizienter zu gestalten, entwickelten Bast et al. einen Scanlinien-Ansatz
(siehe Abbildung 3). Bei diesem wird einmal entlang jeder Dimension gescannt und dabei in einem
Bereich B von zwei Zellen um die Scanlinie fiir jeden Punkt auf dieser eine Dijkstrasuche aus-
gefiihrt und anschliefend ermittelt, ob dieser fiir die an B angrenzenden Zellen ein Transitknoten
ist. Fiir jeden Knoten v auf der Scanlinie sei C; die Zellen links von v mit Abstand 2 und ana-
log dazu C, die Zellen rechts davon. Des weiteren seien C,, = {c € (: d, (¢, C(v)) < 2}, bzw.
Cn = {c € G:d,(c,C(v)) < 2} der linke bzw. rechte Teilbereich zu einem Knoten v, wobei d,
dem vertikalen Abstand der gegebenen Zellen entspricht. Nun wird fiir jeden Knoten v auf der Scan-
linie eine Dijkstrasuche ausgefiihrt bis die Knoten auf den Réndern von €, und C,, gesetzt sind.
Anschlieflend fiihrt man fiir jedes Randknoten-Paar a € C;, b € C;: d,(C(a), C(b)) < 4 den Transit-
knotentest durch. D.h. es wird iiberpriift, ob einer der Knoten, die auf der Scanlinie liegen und die
innerhalb des vertikalen Bereichs von a und b sind, auf dem kiirzesten Pfad zwischen a und b liegt.
Ist dies der Fall, so wird dieser als Transitknoten fiir C(b) und C(a) markiert.

Der Vorteil des Scanlinien-Ansatzes ist der geringere Radius der Dijkstrasuche — drei Zellen statt
fiinf — und die damit einhergehende kiirzere Laufzeit.

Sind alle Transitknoten bestimmt, so wird die Vorberechnung der kiirzesten Distanzen zwischen
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Figure 2: Naiver Ansatz zur 7-Berechnung.

allen Paaren von diesen ausgefiihrt und in Tabellenform abgelegt. Des weiteren wurde bereits bei
der Bestimmung der Transitknoten implizit die Berechnung der kiirzesten Distanzen von einem be-
liebigen Knoten v zu dessen Zugangsknoten A(v) vorgenommen, da die neu ermittelten Transitknoten
automatisch die Zugangsknoten fiir die beiden Endpunkte der zugehorigen Strecke sind. Aufgrund der
sich nur minimal unterscheidenden Mengen der Zugansknoten fiir rdumlich nahe beieinanderliegende
Knoten, reicht es die Zugangsknoten pro Zelle zu speichern, d.h. es gilt: A(v) = A(C(v)),Vv € V.
Obgleich der Verbesserung durch den Scanlinienansatz muss weiterhin fiir alle Knoten auf der Scan-
linie eine Dijkstrasuche ausgefiihrt werden. Um die Laufzeit weiter zu reduzieren ist eine Moglichkeit
den Transitknotentest nur noch fiir eine kleinere Menge an “potentiellen Transitknoten” durchgefiihrt.

4 Optimierungen

In diesem Abschnitt wird eine Methode vorgestellt, die die Anzahl der rechenaufwendige Dijkstra-
suchen auf die Kardinalitat der Menge “potentieller Transitknoten” reduziert.

Die zugrundeliegende Idee ist es, die Transitknoten fiir einen weiten Lokalitatsfilter aus der Menge
der Transitknoten fiir einen strikteren Lokalitatsfilter zu suchen. Auf den Gitteransatz iibertragen
bedeutet dies, dass zuerst die Transitknoten fiir ein feineres Gitter an den Stellen bestimmt werden,
die sich mit dem gréberen Gitter iiberdecken. AnschlieBend werden aus dieser Menge der “poten-
tiellen Transitknoten” die eigentlichen Transitknoten des groberen Gitters gewahlt, d.h. es wird bei
der Bestimmung der Transitknoten im gréberen Gitter nicht mehr fiir jeden Knoten auf der Scan-
linie der Transitknotentest durchgefiihrt, sondern nur noch fiir die aus der Menge der “potentiellen
Transitknoten”. Diese Idee lasst sich leicht auf mehrere Ebenen erweitern.

Der Geschwindigkeitsvorteil durch die Einsparung an Dijkstrasuchen im groberen Gitter scheint
den Mehraufwand aufgrund der erneuten Dijkstrasuchen fiir die Transitknoten im feineren Gitter zu
iiberwiegen. Die Autoren duflern sich leider nicht dariiber, inwiefern dies einen Geschwindigkeitsvorteil
erbringt. Ebenso ist es noch eine offene Frage, ob durch diese Vorauswahl an Transitknoten im feinen
Gitter vielleicht auch Transitknoten des groberen Gitters iibersehen werden konnen.



Mit der abgeschlossenen Vorberechnung lassen sich nun Anfragen nach kiirzesten Distanzen als auch
Anfragen nach kiirzesten Pfaden beantworten.

5 Berechnung kurzester Wege

Da nur kiirzeste Distanzen gespeichert werden, um wenig Speicher zu verbrauchen, reicht der bisherige
Ansatz nicht aus, um kiirzeste Wege samt deren Kanten auszugeben.

Um dennoch den kiirzesten Weg zwischen s und t ausgeben zu konnen, sucht man ausgehend von
s den Knoten u, so dass d(s, u) + d(u, t) = d(s, t). Anschlieflend fiihrt man die Suche auf gleicher
Weise von u aus fort, bis man schliefllich bei t angekommen ist. Sofern —L(u, t) gilt, lasst sich d(u, t)
mittels Transitknoten und den damit verbundenen Tabellenabfragen in anndhernd konstanter Zeit
beantworten.

Dieser Ansatz ldsst sich beschleunigen, indem man jede Kante im Transitknotengraphen mit dem
kiirzesten Pfad zwischen den beiden Knoten assoziiert. Man nehme an, die beiden Zugansknoten, tiber
die der kiirzeste Weg lauft seien x € A(s) und y € A(t). Die Ausgabe des kiirzesten Weges zwischen
x und y ist dann in Zeit linear in der Anzahl der Kanten des korrespondierenden Pfades moglich.

Allerdings konnen lokale Anfragen nicht mittels Transitknoten berechnet werden und miissen daher
mit einem anderen Algorithmus zur Berechnung kiirzester Pfade beantwortet werden.

6 Einfilhrung mehrerer Gitterebenen

Lokale Anfragen brauchen, abhéngig vom gewéahlten Suchalgorithmus, ein vielfaches der Zeit der glob-
alen Anfragen. Der Anteil an globalen Anfragen ldsst sich durch ein engmaschigeres Netz steigern.
Allerdings bedeutet dies eine gréfere Anzahl an Tranistknoten und damit auch eine langere Vorverar-
beitungszeit bzw. einen dementsprechend grofieren Platzbedarf. Um den Platzbedarf klein zu halten
und dennoch einen hohen Anteil an globalen Anfragen zu haben, kann man mehrere Ebenen an Tran-
sitknoten einfithren.

Dazu fithrt man weitere Gitter und dazu korrespondierende Lokalitédtsfilter ein. Diese seien vom
weitesten zum striktesten Filter geordnet, d.h. L; entspricht dem Lokalitétsfilter fiir das grobste Gitter
und L, zu dem des feinsten Gitters. Nun berechnet man fiir das grobste Gitter die Transitknoten
wie bisher. Anschliefend bestimmt man die Transitknoten fiir das néchst feinere Gitter, allerdings
berechnet und speichert man nur die Distanzen zwischen Transitknoten tj, tp, die lokal in Bezug auf
das grobere Gitter sind, d.h. fiir die Li(t1, tp) gilt. Dies ist nur fiir ein Bruchteil der Transitknoten
auf dieser Ebene nétig. Z.B. sind dies nur ﬁ der Transitknoten eines 256x256-Gitters fiir das US-
Straflennetz, wenn dariiber ein 128x128-Gitter liegt. Es ist leicht zu sehen, dass sich beliebig viele
Ebenen auf diese Weise einfiihren lassen.

Zum Beantworten einer Anfrage werden nun in einem top-down Ansatz die Lokalitéatsfilter abgefragt
und sobald einer davon fehlschldgt kann man die Transitknoten der korrespondierenden Ebene zur
Berechnung des kiirzesten Weges heranziehen.



7 Diskussion

Holger Bast et al. fiihrten mit den Transitknoten ein allgemeines Konzept zur Berechnung kiirzester
Wege, in anndhernd konstanter Zeit, mittels vorberechneten Distanzen ein. Basierend auf dem ein-
fachen Gitteransatz ist dies eine speichereffiziente und auflerst schnelle Losung, die besonders fiir
Verkehrssimulationen und Optimierungsprobleme in der Logistik interessant sein diirfte. Fiir den
Alltagsgebrauch ist diese Losung ironischerweise zu schnell, denn bei Antwortzeiten im Bereich von
us wird die Geschwindigkeit der Anwendung durch die blofle Anzeige des kiirzesten Pfades mehr
beeintrachtigt als durch eine solche Anfrage.
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