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Polynomprodukt nr

Berechnung des Produkts zweier Polynome p, g vom Grade < n

p.q Grad n-1, n Koeffizienten
Auswertung: @, ,@, ,...,0,"

Wy,
2n Punkt/Wertpaare (602, p(wz)) und (60294(502))
l Punktweise Multiplikation

2n Punkt/Wertpaare (Cf)2 » Pq (a)z ))
l Interpolation

pq Grad 2n-2, 2n-1 Koeffizienten
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Diskrete Fourier Transformation nr

n-te komplexe Haupteinheitswurzel: ¢ = p2mn

DFT,(p)=(p(@,), p(@,),.... p(@,; ™))

Fast Fourier Transformation:

Berechung von DFT, (p) mittels eines Divide-and Conquer
Ansatzes
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Diskrete Fourier Transformation

Ansatz: (n sei gerade)

p(x)=a,+ax+..+a, x""

_ 2 n—2
—a0+a2x +...+an_2x +

n—1

3
ax+ax +...+a, x
B ) 5 \(n—2)/2
=a,+a,x +...+an_2(x )
2
x(a1+a3x +...+an_1(x

= D, (x2 )+ xp, (x2 )

(n=2)/2

p(x)=a +ax +...+a_x

(n-2)/2

p(x)=a +ax+...+a x
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Diskrete Fourier Transformation nr

Auswertung fur k=0, ..., n—1

-

Po (a):/z)+ @, p, (a):/z ),
( k) ) fallsk <n/2
P\, )= _ _ _
pO(w]/;/zn/z)_w: n/zpl(w:/zn/z)
fallsk>n/2
DFTu(p) = (po(wl)2),--- 20w s ).po(wS 0), - po(wlh)s ™))
+ @1 (@2)0), w2 pr (w3,
0 0 n/2-—1 n/2—1
_wnpl(wn/Q)a'”a_wn pl(wn/z ))
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6. Fast Fourier Transformation nr

Algorithmus FFT

Input: Ein Array a mit den n Koeffizienten eines Polynoms p
und n = 2k

Output: DFT (p)

1. if n=1 then /* p ist konstant */

2. return a

3. dY% =FFT([a, a,, ..., a,,], n/2)

4. d'l'=FFT([a,, as, ..., a,_], n/2)

5. @,=e?"n

6. w=1

7. fork=0tonR2-1do /*w= w),"/
8. d,=d" +w-d"

9. dk+n/2:d1£0]_a)'d1£1]
10.0 =0, -®
11.return d
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FFT : Beispiel

a=[0,18,-15, 3]

all = [0, -15]

p(x)=3x3 —15x° +18x+0

all = [18, 3]

FFT([0, -13], 2) = (FFT([0],1) + FFT([-15],1), FFT([0],1) - FFT([-15],1))

FFT([18, 3],2)

k=0;w =1

(-15,15)

(FFT([18],1) + FFT([3],1), FFT([18],1)- FFT([3].,1))

(21,15)

,=-15+1%21=6

k=1; w=i
d, =15 +i*15

,=-15-1%21= -36

dy=15-i*15

FFT(a, 4) = (6, 15+15i, -36, 15 —15i)
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/. Analyse nr

T(n) = Zeit um ein Polynom vom Grad < n an den Stellen
@,,0,,,...,0,  auszuwerten.

T(1)=0(1)
T(n) =2 T(n/2) + O(n)
= O(n log n)
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Polynomprodukt nr

Berechnung des Produkts zweier Polynome p, g vom Grade < n
p.q Grad n-1, n Koeffizienten
Auswertung durch FFT: wgnaa);n,--.,a)zz,’f_l

2n Punkt/Wertpaare (602, p(a)én))und (w;naq (502 ))
l Punktweise Multiplikation

2n Punkt/Wertpaare (Cf)2 » Pq (a)z ))
l Interpolation

pq Grad 2n-2, 2n-1 Koeffizienten
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Interpolation

Umrechnung der Punkt/\Wert-Darstellung in die
Koeffizientendarstellung

Gegeben: (X, Yg),--s (X1 Yiq) Mit X, # X;, furalle i #j

Gesucht: Polynom p mit Koeffizienten a,,..., a,_;,
so dass
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_ n—1 _
P\X,) =4a, + ax, +...+ an_lxo_l =),
P\X, =a0+a1xl+...+an_1xl =V,

— n—1 _
P\X, —.ao +a1x2 +...+an_1x2 _.yz

. n—1
p(xn—l ) — aO —I_ alxn—l + °t + an—lxn—l = y

n—1

)
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Interpolation

Matrixschreibweise

(1 X xg_l\/ao ) /yo )
1 x x| a ¥,
\1 xn—l Tt x:—_ll / \an—l ) \yn—l )
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Interpolation nr

I E—
Gleichungssystem
n—1
1 xo °c xo a() yO
n—1
1 xl °t xl a] _ yl
n-1
1 xn—l Tt xn—l an—l y”_l

ist 16sbar fiir x, # x ,furallei # j

Spezialfall (hier) : . —

Definition:
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Interpolation

Satz
Furalle0<ij<n-1qilt:
a)—lj
), ==
" n
Beweis
—ij
1 0,
o[
n -
]
ZU zeigen:
vV, =1,
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Interpolation nr

Betrachte Eintrag von V"'V in Zeile i, Spalte ; :

V7). =
n n Jij
1
1 a)—z a)—i(n—l) a)j
[ n o o n 2 .
non n -
pRES ”
n i
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Interpolation
-1 _la)_ik Jjk 1 = (—i+)j)k
W), =5 o =
k=0 n nk—O

Fall 1: j =)

l _ ln—l

_za)(—"'f)k :_ZO)Ok :1

nk=0 nk=0

Fall2:i=j, dh —(n—-1)<—i+j<n-lund
damitn [ —i+ j:

- ”Zw(—iﬂ')k =0
n k=0 "
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Interpolation nr

Summationslemma

Firallen >0, >0mitn | j gilt:

n-1 ;
> w) -

k=0 " ’
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Interpolation nr

al = (Vn_ly)l
(v,
3 l a)n—i a)n—i(n—l) y,
n n_ n :
Kyn—lj
n—1 a)n—ik
— yk
k=0 n
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Interpolation nr

1 n—1 o \k 4 k n—1 “(n-1) \k
L) Bt e,
r(x) =y, tyx+ )/2362 +--- 4 yn_lx"_1

q= l(r(a)n‘o L r(@™),...,r(@ ™))
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Interpolatlon und DFT

a= %(r(a) °),r(a)n‘1) ..... r(a) ( ’))
a =%(r(a) )r(a)”_l) ..... r(a)l )) denn o, =1

— l(DFTn (r))n—i
n

4, :l(DFTn(r))o
n
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Polynomprodukt durch FFT nr

Berechnung des Produkts zweier Polynome p, g vom Grade < n
p.q Grad n-1, n Koeffizienten
Auswertung durch FFT: wgnaa);n,--.,a)zz,’f_l

2n Punkt/Wertpaare (602, 1??(602 ))und (w;naq (502 ))
l Punktweise Multiplikation

2n Punkt/Wertpaare (a);napq (a)z ))
l Interpolation durch FFT

pq Grad 2n-2, 2n-1 Koeffizienten
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