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1. Polynome

Reelles Polynom p in einer Variablen x
p(x) =ax"+..+ax" +a,

ap,..., a, /R, a, #Z 0: Koeffizienten von p
Grad von p: hochste Potenz in p (= n)

Beispiel:
p(x) = 3x3 — 15x? + 18x

Menge aller reellen Polynome: R/[x]
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2. Operationen auf Polynomen

p-qUR[x]

plx)=ax"+...tax +a,
glx)=bx"+...+bx +b,

1. Addition

p(x)+g(x)=(ax"+..+a)+(bx" +...+b)
=(a +b )x"+...+
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Operationen auf Polynomen

2. Produkt

p(x)g(x)=(ax"+...+a)bx" +...+b)
=c, x"+...+cx +c,

¢ ;. Welche Monomprodukte haben Grad i?

=c =Yab_ 1=0,..2n.
e S A

a_ =..=a, =0,b =..=bh =0

n+l

Polynomring R/[x]
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Operationen auf Polynomen

3. Auswerten an der Stelle x,: Horner-Schema

plx)=((ax+a, ) +...+a)x, +a

0 0

Zeit: O(n)
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3. Reprasentation eines Polynoms

p(x) L R[x]
Moglichkeit zur Reprasentation von p(x):

1. Koeffizientendarstellung

plx)=ax +.. +ax' +a

Beispiel:

p(x)=3x"-15x" +18x
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Reprasentation eines Polynoms

2. Nullstellenprodukt

p(x) LRIX]

p(x) = an(x —xl)...(x —xn)
Beispiel:

p(x)=3x(x-2)(x-3)
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Reprasentation eines Polynoms

3. Punkt/Wertdarstellung

Interpolationslemma

Jedes Polynom p(x) aus R[x] vom Grad n ist eindeutig bestimmt
durch n+1 Paare (x;, p(x;)), miti=0,....,nund x; Zx; fur i Zj

Beispiel:
Das Polynom

plx) = 3x{x = 2)(x -3)
wird durch die Paare (0,0), (1,6), (2,0), (3,0) eindeutig festgelegt.
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Operationen auf Polynomen

p, q LJR[x], Grad(p) = Grad(q) = n

»  Koeffizientendarstellung
Addition: O(n)
Produkt: O(n?)
Auswertung an der Stelle x,: O(n)

= Punkt/Wertdarstellung

(%, ) (X9, s (3, ,)

(4,,2,).(x,2,).- - (x,.2,)

pP

q
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Operationen auf Polynomen

Addition:

P+q=(x.y, + 2,1 (5.3 +2) ..,

Zeit: O(n)

Produkt:

plg=(x,y &) (x,» &)...,

(Voraussetzung: n = Grad(pq))
Zeit: O(n)

Auswerten an der Stelle x": ??

(x

Ly, tz)

(x,» 2,)

Umwandeln in Koeffizientendarstellung

(Interpolation)
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Polynomprodukt

Berechnung des Produkts zweier Polynome p, g vom Grade < n

p,q Grad n-1, n Koeffizienten
l Auswertung: X XpsennsXn, g

2n Punkt/Wertpaare (xl.,p(xl. )) und (xl.,q (xi ))
l Punktweise Multiplikation

2n Punkt/Wertpaare (xl., pq(xl_ ))
l Interpolation

pq Grad 2n-2, 2n-1 Koeffizienten
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Ansatz fur Divide and Conquer

Idee: (n sei gerade)
— n—1
p(x)_ao +Cll)€+...+an_1x
— 2 n—2
_a0+a2x +...+Cln_2x +
3 n—1
axtax +...ta _x
— 2 5 \(n—2)/2
_Cl0+a2x +,,,+an_2(x ) +
2 5 \(n-2)/2
x\a, Ta;x +,,,+an_1(x ) )
- po(x2)+xp1 (xz)
po(z) =ag 4+ a1z + ...+ ap_rx(n=2)/2
p1(z) = a1 +azz + ... + ap_12(n"2)/2

Wahle xq,...,xo,_1, SO dass Berechnung von
p(xr) und p(a:k_|_n/2) fast identisch.

WS 03/04 12



Reprasentation von p(x)

Annahme: Grad(p) <n

3a. Werte an den n Potenzen der n-ten komplexen
Haupteinheitswurzel %:e2l'a'/n

i=-1 27=]

Potenz von w, (Einheitswurzeln):

0 A n—1
1= o’,aw,...,«
n n n
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Diskrete Fourier Transformation

Werte von p fur die n Potenzen von w, legen p eindeutig
fest, falls Grad(p)<n.

Diskrete Fourier Transformation (DFT)

DFT (p)=(p(’). p(@!)..... ple™))

Beispiel: n=4
e” =cosx +isinx
af =e"” =cos(0)+isin(0) =1
a, =e*™* =cos(71/2) +isin(7T/2) =i
wj:( ) =cos/T+isinr=—1
W, :( ) = cos(377/2) +isin(377/2) = -
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Auswertung an den Einheitswurzeln

p(x)=3x"—15x" +18x
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Auswertung an den Einheitswurzeln

(@), p(e})) = (L p(1)) = (L6)

(@, pl@))) = (@ p(i)) = (15 + 15i)

(@}, p(e)) = (-1 p(1)) = (-1, -36)

(@), pl})) = (i p(-) = (i, 15 -15i)
DFT.(p)=(6,15+15i,-36,15 - 15i)
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Polynomprodukt

Berechnung des Produkts zweier Polynome p, g vom Grade < n
p,q Grad n-1, n Koeffizienten
l Auswertung: &, G, ,...,@,

2n Punkt/Wertpaare (CU;,,,, p(@én))und (Cvénaq (502))

Punktweise Multiplikation

2n Punkt/\Wertpaare (Co2 » P4 (@2 ))
l Interpolation

pq Grad 2n-2, 2n-1 Koeffizienten
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4. Eigenschaften der Einheitswurzel

4271—1

w, G, ..., bilden eine multiplikative Gruppe

Kurzungslemma
Furallen>0,0 <k <n,und d > 0 qilt:

Beweis:

dk —  2mdk/(dn) — 27kin — , .k
u

dn n

Folge:
M =gl =1

2n 2
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Eigenschaften der Einheitswurzel

Halbierungslemma
Die Menge der Quadrate der 2n komplexen 2n-ten

Einheitswurzeln
{(an ) (e, ) ()

Ist gleich der Menge der n komplexen n-ten
Einheitswurzeln

Beweis:
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Eigenschaften der Einheitswurzel

Summationslemma
Firallen>0,j=0mit n/j

Beweis:
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5. Diskrete Fourier Transformation

DFT (p) = (p(«’). p(a))..... ple™))

Fast Fourier Transformation:

Berechnung von DFT (p) mittels
eines Divide-and-Conquer Ansatzes
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Diskrete Fourier Transformation

Idee: (n sei gerade)

p(x) =a,+ax+...+a,x""

—_ 2 n—2
=a,ta,x +t...ta _,x ~+

3 n—l
axta,x +...ta _x

) )(n—2)/2 +

) )(n—2)/2)

—_ 2
=a, ta,x +...+an_2(x
2
x\a, Ta;x +...+an_1(x

= poo’J+ap ()

(n-2)/2

po(x) —a,tax +...ta X

(n-2)/2

pl(x):az1 tax+...ta _x
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Diskrete Fourier Transformation

Auswertung fur k=0, ... , n—1 )
pla,)+alip(al),),
fallsk <n/2
pla)=plla) )+ aip\a!)) =+
fallsan/Z
DFTu(p) = (po(wd),...,polwn’®™ 1), po(wd), ..., polwn’? 1))
+ (@1, .. wn P (w2, wn Ppy (W), . . Wl Iy (w2 )
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Diskrete Fourier Transformation

Beispiel:
p(a,) = p (@) *+ @, p(a,)
p(a,) = p,(@,)+a,p(a,)
p(a,) = p (@) + @ p (@)

p(@,) =p,(@,)+ap (&)
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Berechnung von DFT,

DFT (p)=(p(a!), p(a))...., p(e”))

Einfachster Fall: n =1 (Grad(p) = n-1=0)
DFT;(p) = ay
Sonst :
Divide:
Teile p in p,und p, auf
Conquer:
Berechne DFT, ,(p,) und DFT, ,(p,) rekursiv
Merge:
Berechne fur k=0, ..., n-1:

DFT,(p)x =

(DFT,,(p,),DFT,,,(p,)), *
«, UDFT, (p),DFT,,(p)),
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Eine kleine Verbesserung

[ pla,)ralip(al,)
fallsk <n/2
plaf? )+ e p (e
fallsk=2n/2
pla,)+aip(a,)
fallsk<n/2
p(a?) - p (),
fallsk=2n/2

-

Also falls k < n/2:

pla )+ pla!,)=pla!)

ple).) = ple),)= ple”)
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Eine kleine Verbesserung

Beispiel:
() =p(a)+ap (@)
p(a,) = p,(&,) + &, p,(&,)
) =p(@) - p(a,)

p(a,) =p (&)~ @,p (&)
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6. Fast Fourier Transformation

Algorithmus FFT

Input: Ein Array a mit den n Koeffizienten eines Polynoms p
und n = 2k

Output: DFT, (p)

1. if n=1 then /* p ist konstant */

2 return a

3. d%=FFT([a, a,, ..., a,,], n/2)

4. d'l=FFT([a,, as, ..., a,.], n/2)

5. a)n — eZﬂ/n

6. w=1

7. fork=0ton2-1do /*w=wr/

3

9

d, =d" + wid’
dynp = d} = ]
10. w =w, L

11. return d
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FFT : Beispiel

p(x)=3x3 —15x> +18x+0

a=0,18,-15,3]
alol = [0, -15] alll = [18, 3]
FFT([0, -15], 2) = (FFT([0],1) + FFT([-15],1), FFT([0],1)- FFT([-15],1))

= (-15,15)

FFT([18,3],2) = (FFT([18],1) + FFT([3],1), FFT([18],1)- FFT([3],1))
= (21,15)

k=0; w =1

dy=-15+1%21=6 d,=-15-17%21= -36

k=1; W=

d, =15 +i*15 d;=15-1*15

FFT(a, 4) = (6, 15+15i, -36, 15 —-15i)
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/. Analyse

T(n) = Zeit um ein Polynom vom Grad < n an den Stellen

@, G, ,...,Co,” auszuwerten.
T(1) = O(1)
T(n) = 2 T(n/2) + O(n)
= O(nlog n)
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Polynomprodukt

Berechnung des Produkts zweier Polynome p, g vom Grade < n
p,q Grad n-1, n Koeffizienten
l Auswertung durch FFT: o) @, ,...,a0""

2n Punkt/Wertpaare (CU;,,,, p(@én))und (Cvénaq (502))

Punktweise Multiplikation

2n Punkt/\Wertpaare (Cvz » P4 (@2 ))
l Interpolation

pq Grad 2n-2, 2n-1 Koeffizienten
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Interpolation

Umrechnung der Punkt/Wert-Darstellung in die
Koeffizientendarstellung

Gegeben: (Xy, Yg)s--s (Xn1s Ypog) Mit X, # X;, fur alle i # |

Gesucht: Polynom p mit Koeffizienten a,,..., a,,_4,
so dass

—_— n—1 —_—
p\x,) =a, +tax +...t azn_l)c’?_1 =Y,
P\ — 4, +a1x1 +°°'+an—1x1n_l =)
P\, _.a0+a1x2+"’+an—1xz _.yz

p(xn—l) :. aO T alxn—l t tee + d xn_l :. yn—l

n—-1""n-1
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Interpolation

Matrixschreibweise
a8l X, x(’)"'IV ao\ /yo\
1 x x| oa 1y
\1 xn—l ot 'x:—_ll ) \an—l ) \yn—l )
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Interpolation

Gleichungssystem

/1 xo x(’;_l\\/ ao \ / yo \
1 xl xln_l al _ yl

\1 X _, X,’f__f/\an_lj \ V-1

ist 16sbar fiir x, # x ,furallei # j

Spezialfall (hier) : =

Definition:
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Interpolation

Satz
Furalle0<i/ j<n-1gqilt:
B} w’
), ==
T oon
Beweis
L (W
1 —
n .
]
ZU zeigen:

WS 03/04

35



Interpolation

Betrachte Eintrag von V"'V in Zeile i, Spalte ; :

(Vv) =
n n /ij
p \/... 1 o)
1 w—i a)—i(n—l) o e wn]
(n=1)
\ /\... ) J ;
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Interpolation

Fall 1: /=

Fall 2: i Zj
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l”z‘: i+ )k :l”iwow —
nk=0 nk=0

dh. —(n-1)<-i+j<n-1und
damitn [ —i+ j:

lnz_la)(n—ﬁj)k — O

n k=0
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Interpolation

Summationslemma

Fiurallen>0,;=20mitn [ j gilt:

_1 .
nZ w/,k ~ 0
k=0
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Interpolation

a - (Vn_ly)i
( ¥, h
_ 1 a)n—l a)n—i(n—l) yl
n n n :
\yn—I/
n—1 a)—ik
- ZJ’k -
k=0 n
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Interpolation
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Interpolation und DFT
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Polynomprodukt durch FFT

Berechnung des Produkts zweier Polynome p, g vom Grade < n
p,q Grad n-1, n Koeffizienten
l Auswertung durch FFT: o) @, ,...,a0""

2n Punkt/Wertpaare (CU;,,,, p(@;n))und (Cv;n,q (502))

Punktweise Multiplikation

2n Punkt/\Wertpaare (Cv;napq (@2))
l Interpolation durch FFT

pq Grad 2n-2, 2n-1 Koeffizienten
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