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1. Maximale Flusse in Netzwerken nr
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Netzwerke und Flusse nr

N = (V,E,c) gerichtetes Netzwerk
G = (V,E) gerichteter Graph, c¢: E —» R* Kapazitatsfunktion
steV, sQuelle,tSenke

Zulassiger (s,f)-Fluss: rE—->R
a) 0< f(e)<c(e) VeeE Kapazitatsbeschrankung

b) Z f(e)= Z f(e) VveV—{s,t} Flusserhaltung

ecein(v) ecaus(v)

ein(v)= {Kantenin v hinein}  aus(v) = {Kanten aus v heraus}
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Beispiel "F
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Doppelkanten nr

O.B.d.A. hat der Graph keine Doppelkanten.
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Der Wert eines Flusses nr

Sei f ein zulassiger Fluss Dann ist sein Wert:

()= fle)- 2. f(e)

ecaus(s) ecein(s)

Das Max-Fluss Problem:

Berechne einen zulassigen Fluss maximalen Werts.
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2. Schnitte nr

Definition: Ein (s,f)-Schnitt ist eine Partition S,Tvon V,d.h. V=S U T,
SNT=Jd,sodassse S, tel.

Kapazitat eines Schnitts: C(S, T) = ZC(Q)

ec EN(SXT)

Satz 1: Seien f ein maximaler Fluss und (S, T) ein minimaler

(s,f)-Schnitt. Dann gilt:

W(f)=C(5,T)
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3. Algorithmische Idee "ur

Zunehmende Wege: Finde Wege, entlang deren der Fluss erhoht
werden kann.
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Zunehmende Wege "nr
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4. Resthetzwerke nr

Restnetzwerk RN bzgl. eines zulassigen Flusses f-

E,={(v,w):(v,w) =e e Eund f(e) < c(e)}
E,={(wv):(v,w)=e e Eund f(e) >0}

Fur e = (v,w) € E verwende e, fur (v,w) € E, (sofern existent)
e, fur (w,v) € E, (sofern existent)

c:E,UE, > R" c(e)=c(e)— f(e) fiire, € E,
c(e,) = f(e) fure, € E,

RN =(V, E,UE,, ©)
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Beispiel "F
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Beispiel "F
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Schichtnetzwerke "ur

Vo =1s}
V., ={weV-V,u...uV}; IveV (vyww)eE UE,} firi>1

V="
i=0

SJ\/:[IZ(E1 VE,)n| xI/Hl),Ej

i=0
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Beispiel
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Beispiel
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Maximale Flusse ‘ Iur

Lemma 1: Sei f ein zulassiger (s,f)-Fluss in N und sei SN = (V, E,¢)
das Schichtnetzwerk bzgl. f.

a) fist ein maximaler Fluss gdw. teV
b) Sei fein zuldssiger (s,t)-Fluss in SN. Dannist f: E > R mit

fle)=f(e)+ fe)—f(e,)
ein zulassiger (s,f)-Fluss in N mit W (") =W () + W (f)

Definiere f(¢) = 0 fiir g, ¢ E.
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Beispiel nr
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Beweis, Tell b) nr

Beweis: b) Kapazitatsbedingungen. Sei e € E, dann qilt:

OSf(e)—];(Q)
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Beweis, Tell b) 0;

Fur jeden Knoten v € V qilt:

> fle)- D fe)

ecaus(v) ecein(v)
SIICED WICK [z o)+ Zf(ez)j
[Z fle)+ Zf(ez)]

Flusserhaltung : Fiir veV —{s,¢} 1st der Ausdruck 0
Wert: Fir v=s ist W(f)=W(f)+W(f)
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Beweis, Tell a) nr

a) ":>"
Sei teV.

Dann existiert ein Weg P von s nach tin SN.

A 4

v
Y
v
\ 4
v

¢ = min. Kapazitat von Kanten in P

7(8):{5 eauf P

0 enichtauf P

Also ist f nicht maximal.
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Beweis, Tell a) nr

" <:"
Setze S=V, T=V-S
Dann giltse S, teT, und (S,T) istein (s,¢)—Schnitt.

(E,VE,)) N (SxT) =

fle) =c(e) fure e SxT
fle)=0 fure e T xS

w(fH= p, flo- 2 fle=C(S.T)

eeEm(SxT) eeEm(TxS)

Da W(g) < C(S, T) fur jeden zulassigen Fluss g, ist f ein maximaler
Fluss.
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5. Blockierende Flusse nr

Definition: Ein zuldssiger Fluss f in einem Schichtnetzwerk SN ist
blockierend, wenn auf jedem Weg

e €, €3 =

S=V, — >t ,v, "2 , vy, "8 , .. Tk, v =t

von s nach t mindestens eine Kante gesattigt ist, d.h. f_(e,-) = c(e;) far
mindestens ein |.

9/9 10/9
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Algorithmus nr

1. fle) € 0 fur alle e € E; o
2. Konstruiere Schichtnetzwerk SN = (V,E,c) bzgl. f,
3. whilet € Vdo

4. Finde einen blockierenden Fluss fin SN;

5. Aktualisiere f gemaR f wie in Lemma 2b) beschrieben:
6. Konstruiere Schichtnetzwerk SN bzgl. f,

/. endwhile;

Wie findet man einen blockierenden Fluss?
Wie viele lterationen?

WS04/05 23



6. Die Tiefe eines Schichtnetzwerks "nr

Definition: Die Tiefe eines Schichtnetzwerks SN ist das k mit t € V.

Lemma 2: Sei k die Tiefe des Schichtnetzwerks in der i-ten lteration.
Dann gilt k> k,_,, furi> 2.

Korollar: Die Anzahl der lterationen ist < n.
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/. Blockierende Flusse: DFS-Algorithmus nr

Beginne bei s und wahle stets die erste ausgehende Kante aus einem
Knoten bis a) ferreicht oder b) Sackgasse v erreicht.

(a) Bestimme die kleinste Kap. ¢ entlang d. Wegs. Erhohe den Fluss
um g, vermindere die Kap. um ¢ und entferne gesattigte Kanten.

(b) Gehe einen Knoten zurick, entferne v und seine eingehenden
Kanten.
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Analyse nr

Satz 2: Ein blockierender Fluss kann in Zeit O(ne) berechnet werden.

Beweis: k =Tiefe des Schichtnetzwerks

Konstruktion eines Wegs benotigt Zeit
O(k + # durchlaufene Kanten, die in Sackgassen enden).

Hochstens e Wege werden konstruiert.

Gesamtzeit: O(ke + e) = O(ne)
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Verbesserter Algorithmus nr

Arbeite mit dem Schichtnetzwerk.

Potenzial eines Knotens v bzgl. f
Po)-min| 3 cle)-rleh Tcle)-1le)

PO" = min {PO(v): v € V}
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Verbesserter Algorithmus "ur

Wahle v mit PO(v) = PO*.
Schiebe PO* Flusseinheiten von v in hohere Schichten.

Vi Vi Vies
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Verbesserter Algorithmus nr

Schicht V,: Menge S, c V,, die PO* zusatzliche Flusseinheiten hat.

PO*=">"S[x], S[x]= Uberfluss am Knoten x.

xes§,

Ziehe PO™ Flusseinheiten nach v aus niedrigeren Schichten.
Fluss erhoht sich um PO* Einheiten.

Vereinfache das Netzwerk, indem gesattigte Kanten und Knoten mit
Ein- oder Ausgangsgrad gleich 0 entfernt werden. (Mindestens

ein Knoten wird entfernt.)

WS04/05 29



Das Schieben von Fluss nr

Algorithmus schiebe(x,S,h);
\\ x ist Knoten in Schicht V, und bei x sind S zusatzliche Flusseinheiten
verfugbar. Diese werden in Knoten der Schicht V,,, geschoben.
1. while S>0do
2 Sei e = (x,y) die erste aus x ausgehende Kante;
3. o €< min(S, c(e) — f(e));
4 Erhohe den Fluss auf e um ¢, fuge y zu S, ., hinzu
(falls noch nicht El.), erhdhe S[y] um ¢;

5. S & S-9

6. if c(e) = f(e) then entferne e aus dem Graphen endif;
/. endwhile;

8. Entferne x aus S, und setze S[x] auf Null;

9. if (aus(x) = und x=t) or (ein(x) = D und x = S) then
10. FUge x zur Menge del hinzu;

11. endif;
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Algorithmus fur blockierenden Fluss nr

for all x € Vdo S[x] < 0 endfor;
forall/,0</<k, do S, & & endfor;
del € O
while SN ist nicht leer do
Berechne PO[v] fur alle v e Vund PO*= min {PO|v]; v € V};
Sei v € V, ein Knoten mit PO* = PO[v];
6 S[V]&PO*; S,&{v};
7 for hvon /I bis k—1 do
8. for all x € S, do schiebe(x,S[x], h) endfor;
9 endfor;
10. S[v]€<PO*; S, &{v}
11. for hvon/bis 1 do

o k~wbh =

12. for all x € S, do ziehe(x,S[x],h) endfor;
13. endfor;

14.  vereinfache(del)

15. endwhile;
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Ergebnis nr

Satz 3: Ein blockierender Fluss in einem Schichtnetzwerk kann in
Zeit O(n?) berechnet werden.

Beweis: 1-3: O(n)
Schleife 4-15: O(n)-mal ausgefuhrt. Jede Ausfuhrung kostet O(n), wenn
wir schiebe, ziehe, vereinfache ignorieren.

Alle Ausfihrungen von schiebe / ziehe benotigen Zeit O(n + e).
Alle Ausfihrungen von vereinfache bendtigen Zeit O(n + e).
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Ergebnis nr

Satz 4: Ein maximaler Fluss kann in Zeit O(n?®) berechnet werden.

Beweis: Ein Schichtnetzwerk und ein blockierender Fluss konnen in
Zeit O(n?) berechnet werden.
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Matchings in bipartiten Graphen nr

Ein ungerichteter Graph G = (V,E) ist bipartit, wenn V = V,0UV,
fur V,,V,c Vmit V.nV,=dund Ec V,x V..
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Matchings in bipartiten Graphen nr

Satz 5: Sei G = (V,UV,,E),E c V,xV,, ein bipartiter Graph. Dann kann
ein maximales Matching in Zeit O(n®) berechnet werden.

Beweis: Konstruiere Netzwerk wie folgt:
(Alle Kapazitaten sind 1.)

it
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