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Dynamisches Programmieren nr

Algorithmenentwurfstechnik, oft bei Optimierungsproblemen
angewandt.

« Allgemein einsetzbar bei rekursiven Problemloseverfahren, wenn
Teillosungen mehrfach bendtigt werden.

» LOsungsansatz: Tabellieren von Teilergebnissen

« Vortell: Laufzeitverbesserungen, oft polynomiell statt exponentiell
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Zwel verschiedene Ansatze nr

Bottom-up:

+ kontrollierte effiziente Tabellenverwaltung, spart Zeit

+ spezielle optimierte Berechnungsreihenfolge, spart Platz

- weitgehende Umcodierung des Originalprogramms erforderlich
- moglicherweise Berechnung nicht bendtigter Werte

Top-down: ( Memoisierung, Notizblockmethode)

+ Originalprogramm wird nur gering oder nicht verandert
+ nur tatsachlich beno6tigte Werte werden berechnet

- separate Tabellenverwaltung bendtigt Zeit

- Tabellengrol3e oft nicht optimal
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Probleme der Ahnlichkeiten l'
von Zeichenketten T:

Editier-Distanz

Berechne flr zwei gegebene Zeichenfolgen A und B mdglichst
effizient die Editier-Distanz D(A,B) und eine minimale Folge von
Editieroperationen, die A in B Uberfihrt.
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Probleme der Ahnlichkeiten l'
von Zeichenketten T:

Approximative Zeichenkettensuche

Finde flr einen gegebenen Text T, ein Muster P und eine Distanz d
alle Teilketten P in T mit D(P,P") <d

Sequence Alignment
Finde optimale Alignments zwischen DNA-Sequenzen

GAGCA-CTTGGATTCTCGG
- --CACGTGG--=--- --- .
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Editier-Distanz nr

Gegeben: Zwei Zeichenketten A = a;a, .... a,, und B = b,b, ... b,

Gesucht: Minimale Kosten D(A,B) flr eine Folge von
Editieroperationen, um A in B zu Uberfuhren.

Editieroperationen:
1. Ersetzen eines Zeichens von A durch ein Zeichen von B

2. L6schen eines Zeichens von A
3. Einfigen eines Zeichens von B
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Editier-Distanz nr

Einheitskostenmodell:

c(a.b) = 1 fallsaz#b
1o falls a=b

a=¢, b=& moglich
Dreiecksungleichung soll fir ¢ im allgemeinen gelten:
c(a,c) <c(a,b) + c(b,c)

- ein Buchstabe wird hochstens einmal verandert
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Editier-Distanz

Spur als Reprasentation von Editiersequenzen

A= baacaabc
/)
B= abacbcac
oder mit Indents
A= - baaca -abc
I R O I B
B= aba-cbca-_c

Editier-Distanz (Kosten) : 5

Aufteilung einer optimalen Spur ergibt zwei optimale Teilspuren
- dynamische Programmierung anwendbar
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Berechnung der Editier-Distanz

Sei A =a,;..a;und B;=b;....b;

D;; =D(A;,B))
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Berechnung der Editier-Distanz nr

Drei Mdglichkeiten, eine Spur zu beenden:

1. a,, wird durch b, ersetzt:
Dm,n - Dm-l,n-l + C(am’ bn)

2. a,, wird geloscht: D, , =D, ,+1

3. b, wird eingeflgt: D, , =D, .1+ 1
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Berechnung der Editier-Distanz

Rekursionsgleichung, falls m,n > 1:

-

D
D,,=miny D
D

\

- Berechnung aller D;; erforderlich, 0 <i<m,0<j<n.
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Rekursiongleichung flr die Editier-Distanz "ur

Anfangsbedingungen:

Dyg =D(s, 6 =0
Do; = D(g,Bj) =
Dy =D(A,8 =

Rekursionsgleichung:

D.,,. + c(@&,b, )\
Di’j = min- Di_Lj + 1 -
Di’j_1 + 1
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Berechnungsreihenfolge fur die Editier-Distanz nr

b, b, b, b, .. b,
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Algorithmus flr die Editier-Distanz nr

Algorithmus Editierdistanz

Input: Zwei Zeichenketten A=a,....a,und B=Db, ... b,
Output: Matrix D = ( Dy)

1 D[0,0] :=0

2fori:=1tomdo DJ[i,0] =i

3forj:=1tondo D[O,] =]

4 fori:=1tomdo

5 forj:=1tondo

6 D[i,j] := min( D[i - 1,j] + 1,
7 D[i,j - 1] + 1,
8 D[i -1, j— 1] + c(a;,b;))
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Beispiel fur die Editier-Distanz "ur

b 1
a 2
a 3
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Berechnung der Editieroperation nr

Algorithmus Editieroperationen (i,))
Input: Berechnete Matrix D
Output: Sequenz der Editieroperationen

1 ifi=0andj=0then return

2 ifiz0andDJi,j]=D[i—-1,j]+1

3 then Editieroperationen (i—1, j)

4 ,losche a]i]*

5 elseifjz0and D[i,j] =D[i,j—1] + 1

6 then Editieroperationen (i,j — 1)

7 Jfuge b[j] ein®

8 else *DIi,j]=D[i—1,)j—1]+ c(a]i], b[j]) */
9 Editieroperationen (i—1,j—1)

10 wersetze a[i] durch b[j] “

Aufruf: Editieroperationen(m,n)

WS05/06 16



Spurgraph der Editieroperationen nr

B = a b a C
A | O » 1 y 2 s 3 y 4
I
b | 1 s 1 » 1 » 2 » 3
a | 2 s 1 » 2 s 1 » 2
a| 3 s 2 » 2 y 2 s 2
C | 4 » 3 » 3 » 3 » 2
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Spurgraph der Editieroperationen nr

Spurgraph: Ubersicht tiber alle moglichen Spuren zur
Transformation von A in B, gerichtete Kanten von Knoten (i, |)
zu(i+21,),@0,j+D)und (i+1,)+1).

Gewichtung der Kanten entspricht den Editierkosten.

Kosten nehmen entlang eines optimalen Weges monoton zu.

Jeder Weg mit monoton wachsenden Kosten von der linken oberen
Ecke zu rechten unteren Ecke entspricht einer optimalen Spur.
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Approximative Zeichenkettensuche nr

Gegeben: Zeichenketten P = p,p, ... p,, ( Muster) und
T=tt, ..t (Text)

Gesucht: Ein Intervall [, j], 1 <J’, j £ n, so dass das Teilwort

T, ;=t ..t das dem Muster P ahnlichste Teilwort von T ist,
d.h. fur aIIe anderen Intervalle [k, k], 1 <k’, k <n, gilt:

D(P,T; ) <D(P, Ty )
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Approximative Zeichenkettensuche "F

Naives Verfahren:
forall 1<j,j<ndo

Berechne D(P,T; )
wahle Minimum
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Approximative Zeichenkettensuche nr

Betrachte verwandtes Problem:

Pi=p;... b

E(, )
Fur jede Textstelle j und jede Musterstelle | berechne

die Editierdistanz des zu P, ahnlichsten, bei j endenden
Tellstucks T; ;von T.
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Approximative Zeichenkettensuche

Methode:
forall 1<) <ndo
Berechne |, so dass D(P,T; ;) minimal ist

FUr1<i <mund0<j <nsei

E,,= min D(R,T, ;)

SRR P P

Optimale Spur:

v —
(@)
NN
(@)
LT
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Approximative Zeichenkettensuche nr

Rekursionsgleichung:

(Ei—l,j—1+c(pi’tj)’\
E. . =mins E  +1

i-1,j

E +1

q hj-1 J

A4

Bemerkung:
j” kann far E;, ,, E;_;;und E; ; _; ganz verschieden sein.
Teilspur einer optimalen Spur ist eine optimale Teilspur.
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Approximative Zeichenkettensuche ﬂr

Anfangsbedingungen:

Eoo = E(e.,6) =0
Eio = E(P;,9=1
aber

E,.

i = E(&,T))=0

Beobachtung:

Die optimale Editiersequenz von P nach T; ; beginnt nicht mit
einer Einfiigung von t; .
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Approximative Zeichenkettensuche nr
Abhangigkeitsgraph
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Approximative Zeichenkettensuche "F

Satz

Gibt es im Abhangigkeitsgraphen einen Weg von E,, ;_; nach E, ;, so ist
T; ;ein zu P; ahnlichstes, bei j endendes Teilstiick von T mit

D(P; Tj',j) =E;;

WS05/06 26



Ahnlichkeit von Zeichenketten nr

Sequence Alignment:

Finde flr zwei DNA — Sequenzen Einfligestellen von Leerzeichen, so
dass die Sequenzen maglichst ahnlich sind.

GA-CGGATTAG
GATCGGAATAG
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Ahnlichkeit von Zeichenketten ﬂr

Ahnlichkeitsmaf flir Zeichenpaare:

Bsp. Situation allgemein
+ 1 fur Match

L }s(a,b)
-1 fur Mismatch
-2 fur Leerzeichen -C

AhnlichkeitsmaR fur Sequenzen:

S(AB)= > Ahnlichkeit von (a;,b,)

Zeichenpaare (a; ,b;)

Ziel: Finde Alignment mit optimaler Ahnlichkeit
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Ahnlichkeit von Zeichenketten nr

Ahnlichkeiten zweier Zeichenketten S(A,B)
Operationen:

1. Ersetzen eines Zeichens a durch ein Zeichen b ;
Gewinn: s(a,b)

2. LOschen eines Zeichens von A, Einfligen eines Zeichens von B
Verlust: — c

Aufgabe:

Finde eine Folge von Operationen zur Umwandlung von A in B,
so dass die Summe der Gewinne maximiert wird.
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Ahnlichkeit von Zeichenketten

Sij=S(A,B),0<i<m,0<] <n
Rekursionsgleichung:

Sm,n = max (Sm-l,n-l + S(am’ bn)i
Sm-l,n - C, Sm,n-l - C)

Anfangsbedingung:

Spo0 = S(e¢) =0
SO,j — S(g, B]) - - JC
Si,O — S(AI ,6') - - |C
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Ahnlichste Teilzeichenketten nr

Gegeben: Zwei Zeichenketten A=a, ... a,und B=Db, ... b,
Gesucht: Zwei Intervalle [i", i] < [1, mJund [, j] < [1, n],
So dass

S(AriByj) 2 S(Av ks Bry),
fur alle [K",k] < [1, m] und [I",l]] < [1, n].
Naives Verfahren:

forall [i',i]c[1, mland [, <[1, n]do
Berechne S(A;;, By ;)
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Ahnlichste Teilzeichenketten

Methode:
forall1<i<m,1<j<ndo
Berechne i” und |, so dass S(A; ; , By ;) maximal ist

FUurO<i<m und0<j <nsei

Hi,j :]g]i)l( S(A’,i’Bj',j)
Kj<j+l

Optimale Spur:
Ao, =baaca-abc
I

B. ba-c bca-c

i
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Ahnlichste Teilzeichenketten

Rekursionsgleichung:

Hiy . +s(&,b;)
H . Hl—l,]_c
Hi,j—l _C

0

Anfangsbedingung:

Hyo = H(e,e) =0
H.o H(A ,&) =0
I_-IO,j I_-I(giBj) — ()
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