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Organisatorisches nr

Vorlesung:

Ubungen:

Di 16.00 — 18.00 Uhr, HS 00-026, Geb.101

Mi 16.00 — 18.00 Uhr, HS 00-026, Geb.101
alle 14 Tage

alle 14 Tage

Anmeldung bis 22. Oktober 2009, 15 Uhr
- Mo 09-11, SR 00-006, Geb. 051
- Mo 14-16, SR 00-031, Geb. 051
- Mo 14-16, SR 02-017, Geb. 052
-Do 11-13, SR 02-017, Geb. 052
-Do 16-18, SR 00-014, Geb. 078

http://lak.informatik.uni-freiburg.de/
— Teaching — WS09/10 — Algorithm Theory



Organisatorisches 0;

Klausur:
Teilnahmevoraussetzung:
- 1-mal in den Ubungen vorgerechnet

Bonus bei bestandener Klausur:

Verbesserung um

- 1/3 Notenstufe, wenn 50% der Ubungspunkte erzielt
- 2/3 Notenstufe, wenn 80% der Ubungspunkte erzielt



Literatur

Th. Ottmann, P. Widmayer :
Algorithmen und Datenstrukturen

4. Auflage, Spektrum Akademischer Verlag,
Heidelberg, 2002

Th. Cormen, C. Leiserson, R. Rivest, C. Stein:
Introduction to Algorithms, Second Edition
MIT Press, 2001

Orginalliteratur

Genauere Angaben zum Thema werden jeweils im
Web veroffentlicht

"



Algorithmen und Datenstrukturen nr

Entwurfsprinzipien und Analysetechniken fur Algorithmen

» Divide and Conquer

* Greedy Prinzip
 Dynamische Programmierung
« Randomisierung
 Amortisierte Analyse



Algorithmen und Datenstrukturen nr

Problem-/Anwendungsbereiche

» Geometrische Algorithmen
« Algebraische Algorithmen
« Graphenalgorithmen

« Datenstrukturen

* Internet-Algorithmen

* Optimierungsverfahren

« Zeichenkettenverarbeitung



Divide and Conquer



Teile und Herrsche

(Louis XIV.)

L'état, c'est moi !

(Caesar)

Divide et impera




Das Divide - and - Conquer Prinzip nr

* Quicksort
« Formulierung und Analyse des Prinzips
 Geometrisches Divide — and — Conquer
- Closest-Pair
- Segmentschnitt
- Voronoi-Diagramm



Quicksort: Sortieren durch Teilen
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function Quick (F:Folge): Folge;

{liefert zu unsortierter Folge F die sortierte}

begin

if |F| = 1 then Quick:=F

else { wahle Pivotelement v aus F;

teile F in F,mit Elementen <\,

und in F.mit Elementen > v

Quick:=

end;

Quick(F,)|v | Quick(F )|}
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Formulierung des D&C Prinzips np

Divide-and-Conquer Verfahren zur Losung eines
Problems der Grole n

n > c: Teile das Problem in k Teilprobleme der
Grole ny,...,n auf (k > 2)

n <c: Lose das Problem direkt

Lose die k Teilprobleme auf dieselbe Art
(rekursiv)

Fuge die berechneten Teillosungen zu einer
Gesamtlésung zusammen



Analyse

T(n) — Maximale Anzahl von Schritten, um ein Problem

der Grol3e n zu losen

a
Tm= 9\ T(

() L T ()
\Ibl/ —|_...—|__L \lb/{-}
+ Divide- und Mergea

Best Case: k=2,n;,=n,=n/2

Divide- und Mergeaufwand : DM(n)

T(1)=a

T(n) = 2T(n/2) + DM(n)
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Nachste Paare

= Problem: Nachstes Paar
= Eingabe: n Punkte in der Ebene
= Ausgabe: Das Paar qg,r mit geringstem Abstand
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Nachste Paare

» d(q,r) bezeichnet Abstand zwischen qund r
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Nachste Paare

» d(q,r) bezeichnet Abstand zwischen qund r

q
o d(q,r) o
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Nachste Paare

* Wie MergeSort nurim 2D
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Nachste Paare

» Wie MergeSort nurim 2D
= Sortiere Punktmenge nach x-Koordinate
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Nachste Paare

» Wie MergeSort nurim 2D
= Sortiere Punktmenge nach x-Koordinate
= Teile in der Mitte

18

"



Nachste Paare

19

= Wie MergeSort nurim 2D
= Sortiere Punktmenge nach x-Koordinate
= Teile in der Mitte

= |Lose rekursiv Q
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Nachste Paare

20

= Wie MergeSort nurim 2D
= Sortiere Punktmenge nach x-Koordinate
= Teile in der Mitte
= |Lose rekursiv Q
» Fuge zusammen

"



Nachste Paare
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* Wie MergeSort nurim 2D
= Sortiere Punktmenge nach x-Koordinate
= Teile in der Mitte
= LoOse rekursiv Q
» Fuge zusammen

)




Nachste Paare
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Wie MergeSort nur im 2D
Sortiere Punktmenge nach x-Koordinate
Teile in der Mitte
Lose rekursiv

Fuge zusammen

)




Nachste Paare

23

* Wie MergeSort nurim 2D
= Sortiere Punktmenge nach x-Koordinate
= Teile in der Mitte
= | Ose rekursiv Q
» Fuge zusammen
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Nachste Paare ".:

* Wie MergeSort nurim 2D
= Sortiere Punktmenge nach x-Koordinate
= Teile in der Mitte
= | Ose rekursiv Q
» Fuge zusammen

q’*q§ .
1e ?
o) \\ o)




Nachste Paare nr

* Wie MergeSort nurim 2D

= Sortiere Punktmenge nach x-Koordinate
= Teile in der Mitte
= | Ose rekursiv

» Fuge zusammen




Nachste Paare "nr

o= min{d(q’;, q’é ), d(r;, r§ )}

Q R
@)
o
O . * o
q2 ¢ 8
@)
A, o ° s .
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Nachste Paare nr

Sind q,reQ, dann gilt d(p,r)=> 6.
Sind q,reR, dann gild d(p,r)= o.

Q R
o @)
P b 5
4o o ° &y e
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Nachste Paare nr

Gibt es qeQ und reR mit d(q,r) < 9, dann sind sowohl q als
auch r hochstens 6 von L entfernt.

Q R
o @)
P b 5
4o o ° &y e
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Nachste Paare nr

Gibt es qeQ und reR mit d(q,r) < 9, dann sind sowohl q als
auch r hochstens 6 von L entfernt.
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Nachste Paare

= Alle Punkte konnen nahe an L liegen

30
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Nachste Paare

= Wir wollen nur Paare (q,r) testen, wenn
(a) g und r nah an L liegen und
(b) g und r kleinen Abstand in y-Richtung haben

Q | R
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Nachste Paare nr

= Sortiere nahe Punkte nach y-Koordinate

» Zeige: Liegen in dieser Sortierung mehr als ¢ Punkte
zwischen g und r, dann kann (q,r) nicht nachstes Paar sein
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Nachste Paare ".:

= Sortiere nahe Punkte nach y-Koordinate

= Zeige: Liegen in dieser Sortierung mehr als ¢ Punkte
zwischen q und r, dann kann (q,r) nicht nachstes Paar sein
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Nachste Paare nr

= Sortiere nahe Punkte nach y-Koordinate

» Zeige: Liegen in dieser Sortierung mehr als ¢ Punkte
zwischen g und r, dann kann (q,r) nicht nachstes Paar sein

e }{ 0
a1

3

.
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Nachste Paare nr

Liegen in der Sortierung mindestens 15 Punkte zwischen
und r, dann ist d(q,r) >9.
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Nachste Paare nr

Liegen in der Sortierung mindestens 15 Punkte zwischen
und r, dann ist d(q,r) >9.

L
= Teile Nahbereich in Quadrate der
Seitenlange 6/2 auf
Beh.: In jedem Quadrat ist nur ein Punkt. 6/2
52 |
5 08
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Nachste Paare nr

Liegen in der Sortierung mindestens 15 Punkte zwischen
und r, dann ist d(q,r) >9.

___________

= Teile Nahbereich in Quadrate der
Seitenlange 6/2 auf

Beh.: In jedem Quadrat ist nur ein Punkt.

——————————————————————

Beweis: 5/2
= Annahme: Zwei Punkte q,r in :
einem Quadrat

37



Nachste Paare nr

Liegen in der Sortierung mindestens 15 Punkte zwischen
und r, dann ist d(q,r) >9.

___________

= Teile Nahbereich in Quadrate der
Seitenlange 8/2 auf

Beh.: In jedem Quadrat ist nur ein Punkt.

Bewelis: 552'2' """""""""

= Annahme: Zwei Punkte q,r in :
einem Quadrat

= Dannistd(q,n<6-V2/2<3

38




Nachste Paare ".:

Liegen in der Sortierung mindestens 15 Punkte zwischen
und r, dann ist d(q,r) >9.

= Teile Nahbereich in Quadrate der

Seitenlange 5/2 auf
Beh.: In jedem Quadrat ist nur ein Punkt.
Beweis: TP

= Annahme: Zwei Punkte q,r in
einem Quadrat

= Dannist d(q,nN< & - V2/2 < 8%}
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Nachste Paare nr

Liegen in der Sortierung mindestens 15 Punkte zwischen
und r, dann ist d(q,r) >9.

___________

= Seien mind. 15 Punkte zwischen g und r e

__________________

____________________
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Nachste Paare ".:

Liegen in der Sortierung mindestens 15 Punkte zwischen
und r, dann ist d(q,r) >9.

andere Punkte
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Nachste Paare "nr

Liegen in der Sortierung mindestens 15 Punkte zwischen
und r, dann ist d(q,r) >9.

L
= Seien mind. 15 Punkte zwischen q und r HH;%
. . . &Holol, |
= Dann sind mindestens 3 Reihen A e
Quadrate zwischen q,r, weil in jedem m!::ﬁ
Quadrat hdochstens ein Punkt ist 8/2°‘,
5 b
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Nachste Paare nr

Liegen in der Sortierung mindestens 15 Punkte zwischen
und r, dann ist d(q,r) >9.

L
= Seien mind. 15 Punkte zwischen qund r Hﬂﬁ%
= Dann sind mindestens 3 Reihen I Pve=
Quadrate zwischen q,r, weil in jedem m!::ﬁ
Quadrat hochstens ein Punkt ist 8/2:’
= Dann muss d(qg,r) mindestens
3/2 -8 > d sein S
5§ &
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Nachste Paare

= Teile Punktmenge an Linie L in Q und R auf
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Nachste Paare

= Teile Punktmenge an Linie L in Q und R auf
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Nachste Paare

= Teile Punktmenge an Linie L in Q und R auf
» |ose Problem rekursiv auf Q und R
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Nachste Paare

» Teile Punktmenge an Linie L in Q und R auf
» Lose Problem rekursiv auf Q und R
= Sortiere Punkte nach y-Koord.
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Nachste Paare nr

» Teile Punktmenge an Linie L in Q und R auf
= |LOse Problem rekursiv auf Q und R
= Sortiere Punkte nach y-Koord.

» Teste alle Paare, deren Abstand in der Sortierung kleiner
als 16 ist

/—E}—\S
| (_A_\,
Q o | L, . R
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Nachste Paare nr

» Teile Punktmenge an Linie L in Q und R auf
= |LOse Problem rekursiv auf Q und R
= Sortiere Punkte nach y-Koord.

» Teste alle Paare, deren Abstand in der Sortierung kleiner
als 16 ist

2,9
I(—*—\I
Q 3 i o R
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Nachste Paare nr

» Teile Punktmenge an Linie L in Q und R auf
= |LOse Problem rekursiv auf Q und R
= Sortiere Punkte nach y-Koord.

» Teste alle Paare, deren Abstand in der Sortierung kleiner
als 16 ist

R
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Nachste Paare nr

» Teile Punktmenge an Linie L in Q und R auf
= |LOse Problem rekursiv auf Q und R
= Sortiere Punkte nach y-Koord.

» Teste alle Paare, deren Abstand in der Sortierung kleiner
als 16 ist

R
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Nachste Paare nr

NachstesPaar(P)
1. MergeSort(P, a, length[P]) > Sortiere nach x-Koordinate
2. return NachstesPaarRec(P,1,length[P])
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Nachste Paare

NachstesPaar(P)
1. MergeSort(P, a, length[P])
2. return NachstesPaarRec(P,1,length[P])

53
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Nachste Paare

NachstesPaar(P)
1. MergeSort(P, a, length[P])
2. return NachstesPaarRec(P,1,

54

length[P]) N

"

®(n log n)
T(n)+6(1)



Nachste Paare

NachstesPaar(P)
1. MergeSort(P, a, length[P])
2. return NachstesPaarRec(P,1,length[P])

55
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®(n log n)
T(n)+©(1)

T(n) + ©(n log n) I



Nachste Paare

NachstesPaarRec(P,a,c)
1. if c-a=1 then return (P[a],P[a+1])

2. If c-a=2 then return nachstes Paar aus
(Pla],P[a+1]), (P[a],P[a+2]), (P[a+1], P[a+2])

4. b «|(a+c)/2.

5. (9475, q,%) « NachstesPaar(P, a, b)
6. (r*, r,*) «NachstesPaar(P, b+1, c)
/. » Zusammensetzen

56
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Nachste Paare

NachstesPaarRec(P,a,c)

4. b «|(a+c)/2.

5. (947, 9,") « NachstesPaar(P, a, b)
6. (ry*, r,*) «NachstesPaar(P, b+1, c)
/. » Zusammensetzen

S7



Nachste Paare

NachstesPaarRec(P,a,c)
1. if c-a=1 then retu

2. If c-a=2 then retu
(Pla],P[a+1]),

4. bl (@avoy2)

5. (947, 9,") « NachstesPaar(P, a, b)
6. (ry*, r,*) «NachstesPaar(P, b+1, c)
/. » Zusammensetzen
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Nachste Paare

NachstesPaarRec(P,a,c)
1. if c-a=1 then return (P[a],P[a+1])

2. If c-a=2 then return nachs
(Pla],P[a+1]), (P[a],P[a

4. b «|(a+c)/2.

5. (qr", 0,") « NachstesPaar(P, a, b)

6. (ry*, r,*) «NachstesPaar(P, b+1, c)
/. » Zusammensetzen
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Nachste Paare

NachstesPaarRec(P,a,c)
1. if c-a=1 then return (P[a],P[a+1])

2. If c-a=2 then return nachstes Paar aus
(Pla],P[a+1]), (P[a],P[a+2]), (P[a+1], P[a+2])

4. b «|(a+c)/2.
5. (947, 9,") « NachstesPaar(P, a,

/. » Zusammensetzen
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Nachste Paare

NachstesPaarRec(P,a,c)

1. if c-a=1 then return (P[a],P[a+1])

2. if c-a=2 then return nachstes Paar aus
(Pla],P[a+1]), (P[a],P[a+2]), (P[a+1], P[a+2])

4. b «|(a+c)/2.

5. (947, 9,") « NachstesPaar(P, a, b)

6. (ry*, r,*) «NachstesPaar(P, b+1, c)

7. > Zusammensetzen
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Nachste Paare

NachstesPaarRec(P,a,c)
1. if c-a=1 then return (P[a],P[a+1])

2. If c-a=2 then return nachstes Paar aus
(Pla],P[a+1]), (P[a],P[a+2]), (P[a+1], P[a+2])

4. b «|(a+c)/2.

5. (9475, q,%) « NachstesPaar(P, a, b)
6. (r*, r,*) «NachstesPaar(P, b+1, c)
/. » Zusammensetzen

62
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Nachste Paare nr

Merge(P,a,b,c) » Sortiere nach y-Koordinate
j <1
fori<atocdo
If d(PJi],L) < d then
PIl < PlIJ; J < j+1
(q,r)« (P'[1], P'[length(P")])
for i < 1 to length(P‘) do
forj«<1to 15do
If i+) <length(P’) then
10. It d(P[i],P[i+j])<d(q,r) then q « Pi]; r « Pi+j]
11. return nachstes Paar aus (q,r), (9,%,9,%), und (r,*,r,*)

©CONSOOAWN =
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Nachste Paare nr

Merge(P,a,b,c) > Sortiere nach y-Koordinate
j <1
fori<atocdo
if d(P[i],L) < & then
Pl < P[il; J < j+1
(q.r)<— (P1], P[length(P")])
for i < 1 to length(P°) do
forj<«<1to 15do
If i+) <length(P‘) then
10. It d(P[i],P[i+j])<d(q,r) then q <« P[i]; r <« Pitj]
11. return nachstes Paar aus (q,r), (9,%,9,%), und (r,*,r,*)

OCOONSOOhWN=
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Nachste Paare nr
Merge(P,a,b,c) >Sortiere—

(q,r)« (P'[1], P'[length(P")])
for i < 1 to length(P°) do
for j«<1to 15 do
If i+) <length(P‘) then
10. it d(P[i],Pi+j])<d(q,r) then q < Pi]; r <« Pi+j]
11. return nachstes Paar aus (q,r), (94*,9,%), und (r,*,r;*)

OO NSOOB_WN =
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Nachste Paare ".:

Merge(P,a,b,c) » Sortiere nach y-Koordinate
j <1
fori<atocdo
If d(PJi],L) < d then
P[] < PlIJ; j < j+1
(9.r)« (P11, Pllength(P*)])
for i < 1 to length(P°) do
for j«<1to 15 do
If i+) <length(P‘) then
10. it d(P[i],Pi+j])<d(q,r) then q < Pi]; r <« Pi+j]
11. return nachstes Paar aus (q,r), (94%,9,%), und (r{*,r,*)

OO NSOOB_WN =
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Nachste Paare nr

1. Merge(P,a,b,c) > Sortiere nac
2. <« 1

3. fori<atocdo

4. If d(PJi],L) < d then

5. Pj] < Pli]; j « j+1

6. (q,r)< (P[1], P[length(P)])

/.

8.

9.

10.

11. return nachstes Paar aus (q,r), (9*,9,%), und (r,*,r,*)

67



Nachste Paare 0;

Merge(P,a,b,c) » Sortiere nach y-Koordinate
j <1
fori<atocdo
If d(PJi],L) < d then
PIl < PlIJ; j < j+1
(q,r)« (P'[1], P'[length(P")])
for i < 1 to length(P) do
for j«<1to 15 do
If i+) <length(P‘) then
it d(P'[i],P[i+j])<d(q,r) then g « Pi];

TSN~ WODN =

— O
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Nachste Paare nr

Merge(P,a,b,c) » Sortiere nach y-Koordinate
j <1
fori<atocdo
If d(PJi],L) < d then
PIl < PlIJ; J < j+1
(q,r)« (P'[1], P'[length(P")])
for i < 1 to length(P‘) do
forj«<1to 15do
If i+) <length(P’) then
10. It d(P[i],P[i+j])<d(q,r) then q « Pi]; r « Pi+j]
11. return nachstes Paar aus (q,r), (9,%,9,%), und (r,*,r,*)

©CONSOOAWN =
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Rate durch wiederholtes Einsetzen nr

2T(n/2) +an n >3

a n <3

(
T(n) = 3
\

T(n) =

70



Verifiziere durch Induktion "nr

2T(n/2) +an n >3
T(n) <anlogn T(n) = { /

a n <3
n = 2°
1 =1: ok
1> 1

T(2Y) =

71



Segmentschnittproblem

Bestimme alle Paare sich schneidender Segmente

72
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Segmentschnittproblem nr

Bestimme alle Paare sich schneidender Segmente

A
.................... D |
|
=2 C ‘ 1 O
Q\. .OA
Do o'D
Bo e B C Ec'> o'E
o 5
C.

Die getrennte Reprasentation der Segmente
erlaubt eine Aufteilung

73



ReportCuts nr

Input: Menge S bestehend aus vertikalen Segmenten und
Endpunkten von horizontalen Segmenten.

Output: Alle Schnittpunkte von vertikalen Segmenten mit horizontalen
Segmenten, von denen mindestens ein Endpunkt in S ist.

1. Divide
it [S|> 1
then teile S mittels einer vertikalen Geraden G in zwei
gleichgrof’e Mengen S; (links von G) und

S, (rechts von G)
else S enthalt keine Schnitte

74



ReportCuts nr

1. Divide-Schritt

A A
D >
S Bo o) B C Eo oE
(@) (@)
C
S1 SZ
2. Conquer

ReportCuts(S,); ReportCuts(S,)
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ReportCuts nr

3. Merge: ??7

Mogliche Schnitte fur ein horizontales Segment in S;

Fall 1: beide Endpunkte in S,

76



ReportCuts

Fall 2:

nur ein Endpunkt von hin S;

2 a) rechter Endpunkt in S,

77
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ReportCuts
2 b) linker Endpunkt von hin S;
h
S1 SZ

78

"

rechter Endpunkt
inS,

rechter Endpunkt
nichtin S,



Verfahren: ReportCuts(S) "nr

3. Merge:

Gib Schnitte aus zwischen vertikalen Segmentenin S,

und horizontalen Segmenten in S,, bei denen

linker Endpunkt in S; und rechter Endpunkt weder in S, noch S,
Analog fur S;

79



Implementierung nr

Menge S

L(S): y-Koordinaten aller linken Endpunkte in S, deren rechter
Partner nichtin S

R(S): y-Koordinaten aller rechten Endpunkte in S, deren linker
Partner nicht in S

V(S): y-Intervalle der vertikalen Segmente in S

80



Basisfalle

S enthalt nur ein Element s

Fall 1: s = (x,y) ist ein linker Endpunkt
LS)={y} REO)=2 V()=

Fall 2: s = (x,y) ist ein rechter Endpunkt
LS)= g ROS)={y} V()=

Fall 3: s = (x,y,,Y,) ist ein vertikales Segment
LS) = RS)=  V(S) ={ly.Y.l}

81
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Merge-Schritt nr

L(S), R(S)), V(S;) i=1,2 seien berechnet S=5,US,

L(S) =
R(S) =
V(S) =
L,R: sortiert nach steigenden y-Koordinaten
verkettete Listen

V. sortiert nach steigenden unteren Endpunkten
verkettete Liste

82



Ausgabe der Schnittpunkte

V(S,)

L(S,)

83
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Segmentschnittproblem "nr

A. A
0 0
D. D
0 0
B B E. E
0 0 C 0 0
0 0
C.
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Laufzeit

Eingabe (vertikale Seg., linke/rechte Endpunkte horizontaler Seg.)
wird anfangs einmal sortiert; abgespeichert in Array.
Divide-and-Conquer:

T(n) = 2T(n/2) + an + GrolRe der Ausgabe
T(1) = O(1)

O(n log n + k) k = #Schnittpunkte

85
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Berechnung des Voronoi-Diagramms nr

Gegeben: Eine Menge von Orten (sites)
Gesucht: Eine Unterteilung der Ebene in Regionen gleicher
nachster Nachbarn
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Definition von Voronoi-Diagrammen "ur

P : Menge von Orten

H(p | p’ ) ={x| x liegt naheran p alsan p’}

Voronoi-Region von p

VR(p)= (H(p|Pp)

p'eP\{p}
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Berechnung des Voronoi-Diagramms nr

Divide : Einteilung der Menge der Orte in zwei Halften
Conquer: Rekursive Berechnung der beiden kleineren
Voronoi-Diagramme
Abbruchbedingung: Voronoi-Diagramm eines einzelnen Ortes ist
die gesamte Ebene

Merge: Verbindung der Diagramme durch einen Kantenzug
88
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Berechnung des Voronoi-Diagramms "nr

Ergebnis: Das fertige Voronoi-Diagramm

Laufzeit: Bei n gegebenen Orten O(n log n)
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