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1. Polynome

Reelles Polynom pin einer Variablen x
p(x) =ax"+ ... ta;x} + a,

a,--, &, € R, a, # 0: Koeffizienten von p
Grad von p: héchste Potenz in p (= n)

Beispiel:
p(x) = 3x3 — 15x2 + 18x

Menge aller reellen Polynome: R[X]
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2. Operationen auf Polynomen

pqER|x]
plx)=ax"+...4+ax +a,
gx)=bx"+...+bx +b,
1. Addition
plx)+q(x)

Eanx” +...+a0)+€bnx” +...+b,)

a +b)x"+...+(a +b)x'+(a,+b,)
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Operationen auf Polynomen

2. Produkt

ax'+..+a)bx +...+b,)
c, X" +...+cx +c,

plx)g(x)

c;: Welche Monomprodukte haben Grad i ?

Polynomring R[X]
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Operationen auf Polynomen "nr

3. Auswerten an der Stelle x,: Horner-Schema
px)=(..(ax, +a )x +...+a)x +a,

Zeit: O(n)



3. Reprasentation eines Polynoms

p(x) € R[X]
Maoglichkeit zur Reprasentation von p(x):

1. Koeffizientendarstellung

p(x)=ax"+...+ax +a,

Beispiel:

p(x)=3x°-15x" +18x
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Reprasentation eines Polynoms "F

2. Nullstellenprodukt

p(x) € R[X]

p(x): an(x—xl)...(x—xn)
Beispiel:

plx)=3x(x—2)(x-3)



Reprasentation eines Polynoms

3. Punkt/Wertdarstellung

Interpolationslemma

Jedes Polynom p(x) aus R[x] vom Grad n ist eindeutig bestimmt
durch n+1 Paare (x;, p(x;)), miti=0,...,nund X; =x; fur i #]

Beispiel:
Das Polynom

p(x)=3x(x-2)x-3)

wird durch die Paare (0,0), (1,6), (2,0), (3,0) eindeutig festgeleqgt.
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Operationen auf Polynomen "nr

P, q € R[x], Grad(p) = Grad(g) =n

» Koeffizientendarstellung
Addition: O(n)
Produkt: O(n?)
Auswertung an der Stelle x,: O(n)

= Punkt/Wertdarstellung



Operationen auf Polynomen

Addition:

p+q:('xo1yo +ZO)’('x1’y1+Zl)""’(xn’yn +Zn)
Zeit: O(n)

Produkt:

Pq :('xo’yo 'Zo)’('xl’yl .Zl)"'°’(xn’yn .Zn)
(Voraussetzung: n > Grad(pQq))

Zeit: O(n)

Auswerten an der Stelle x": ??
Umwandeln in Koeffizientendarstellung
(Interpolation)

"
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Polynomprodukt nr

Berechnung des Produkts zweier Polynome p, g vom Grade < n

p,q Grad n-1, n Koeffizienten

Auswertung: Xgy Xyseeer Xy 4
2n Punkt/Wertpaare (Xi, p(x,. )) und (xi,q(xi ))
l Punktweise Multiplikation

2n Punkt/Wertpaare (xl. : pq(xl. ))
l Interpolation

pq Grad 2n-2, 2n-1 Koeffizienten
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Ansatz fur Divide and Conquer nr

ldee: (n sei gerade)

p(x) =aq,+ax+..+a, _x""

n—2

_ 2
=a,+a,x"+...+a, ,x "+

3 n-1
alx + a3x +...+ an_lx

5 )(n—Z)/Z N

2
=a, +a,x +...+an_2(x
(n—2)/2
xla, +a,x’ +...+an_l(x2)
=p0(x2)+xp1(x2)

po(z) = ag + asz + ... + ay_ox("2)/2
p1(x) =a1 +azz+ ...+ a,n_lg;(n—Q)/Q

Wahle xq,...,x5,_1, SO dass Berechnung von
p(z;) und p(zy4,) fast identisch.
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Reprasentation von p(Xx) "r

Annahme: Grad(p) <n

3a. Werte an den n Potenzen der n-ten komplexen
Haupteinheitswurzel a,n:eZm'/n

i=v-1 27 =]
Potenz von o, (Einheitswurzeln):

1= o\ o,...,0"

n
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Diskrete Fourier Transformation

Werte von p fur die n Potenzen von o, legen p eindeutig
fest, falls Grad(p)<n.

Diskrete Fourier Transformation (DFT)

DFT(p) =(p(®)). p())..... ple"))
Beispiel: n=4

e =cosx+isinx

w, =e” =cos(0) +isin(0) =1

w, =e™" =cos(r/2)+isin(z/2) =i
o = ("] =cos+isinz = -1

o = ("} = cos(3r12)+isin(3r/2)=—i

"

14



Auswertung an den Einheitswurzeln "nr
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Auswertung an den Einheitswurzeln nr

p(x)=3x*-15x" +18x

(), pl))) = (& p(1)) = (16)

(@, p(e;)) = (G p(i) = (i 15 + 150)
(@}, p(@})) = (L p(-1)) = (-1 -36)
(@), pley)) = (i, p-0)) = (- 15 -15i)

DFT(p)=(615+15i,—36,15-15)
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Polynomprodukt

Berechnung des Produkts zweier Polynome p, g vom Grade < n

p,q Grad n-1, n Koeffizienten

2n-1

l Auswertung: @, ,@, ,...,®,

2n Punkt/Wertpaare (602, p(a)z)) und (602,61(602))
l Punktweise Multiplikation

2n Punkt/Wertpaare (0)2 , pq(a)z))
l Interpolation

pq Grad 2n-2, 2n-1 Koeffizienten

"
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4. Eigenschaften der Einheitswurzel

0 1 2n-1

@, a0, ,...,a,  bilden eine multiplikative Gruppe

Kirzungslemma
Furallen>0,0 <k <n,und d > 0 gilt:

Bewels:
dk  2mdkl(dn) __ _27kln

W, =e =e"" =

Folge:

k

a)l’l

"
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5. Diskrete Fourier Transformation "ur

DFT (p) =(p(@)). p(@,)..... p]"))

Fast Fourier Transformation:

Berechnung von DFT, (p) mittels
eines Divide-and-Conquer Ansatzes
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Diskrete Fourier Transformation

Idee: (n sei gerade)

p(x)=ay+ax+.. +a, x""

n—2 +

n-1

_ 2
=a,+a,x" +...+a, ,x

3
ax+a,x +...+a, x

B 5 2 \(n—2)/2
=a, +a,x +...+an_2(x )

2 2 \(n-2)/2
xla, + a,x +...+an_1(x )

= Do (x2 )+ xpl(x2 )

(n-2)12

p(x)=a,+ax +...+a x

(n-2)12

p(x)=a +ax+...+a x

_I_

"
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Diskrete Fourier Transformation nr

Auswertung firk =0, ... ,n-1

-

p(@.,)+ ! p(a),),
k k k fallsk <nl/2

p(wn):po((wn) )+a)npl((a):) ) = po(a):/—:/z)_l_a):pl(w:/—:/z)

fallsk >n/2
DFTa(p) = (po(wp),--- p0(wja™ ), po(@l), - polwpss M)
+ @1 (wl)0), W P T 1w, wnPp1(wl), T e (W)
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Diskrete Fourier Transformation

Beispiel:

p(w,) =p, (@) +o,p(@;)
p(w,) = p,(;,) + w,p, (@)
p(@,) = p,(w,) + o, p(@))

p(w,) = p,(®,) +o,p,(@,)

"
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Berechnung von DFT,

DFT (p)=(p(@)) p(@))..... pl@]"))

Einfachster Fall: n =1 (Grad(p) =n-1=0)

DFT,(p) = &,
Sonst .
Divide:
Teile p in p, und p, auf
Conquer:
Berechne DFT,,,(p,) und DFT, ,(p,) rekursiv
Merge:
Berechne fUrk =0, ... , n —-1:

DFTn(p)k = (DF]juz(po)’DFTn/z(po))k +
o, (DFT ,(p,),DFT ,(p,)),
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Eine kleine Verbesserung nr

[ p(@),)+ 0 p(a),),
fallsk < /2

k—nl2

p (@) )+ 0! p (@)
fallsk >nl/2

ple;)=+

p(@!,)+o! p(a),)
fallsk <n/?2
p(@.) )=l p (@)
fallsk>n/2

Also falls k < n/2:

p(@;,)+ @) p,(@),,)= ple;)

p@,,)- . p(@),)= pla"")
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Eine kleine Verbesserung

Beispiel:

r(@,)=p, () +o,p(®,)
p(w)) = p,(w,) + v, p,(@;)
p((()j) — po(a);)) _a)jpl(a)g)

p(w;) = p,(@;,) - o,p,(@,)

"
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6. Fast Fourier Transformation nr

Algorithmus FFT
Input: Ein Array a mit den n Koeffizienten eines Polynoms p
und n = 2K
Output: DFT,(p)
If n=1then /* p ist konstant */
return a
dil = FFT([a,, a,, ... , a,,], N/2)
dil = FFT([a, ag, ..., a,,.4], N/2)
@, = eZ7zi/n
w=1
fork=0ton2-1do /* o= ok
d,=d" +o-d"

© 0N OhWNE

11.return d
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FFT : Beispiel 0||r

p(x)=3x°-15x* +18x+0
a=[0, 18, -15, 3]

al’ = [0, -15] altl =[18, 3]

FFT([O, -15], 2) = (FFT([O],1) + FFT([-15],1), FFT([O],1) - FFT([-15],1))
= (-15,15)

FFT([18, 3],2) = (FFT([18],1) + FFT([3],1), FFT([18],1) - FFT([3],1))
= (21,15)

k=0, mw =1

dy=-15+1*21=6 d,=-15-1*21= -36

k=1, o=

d, =15 +i*15 d; =15-i*15

FFT(a, 4) = (6, 15+15i, -36, 15 —15i)
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/. Analyse nr

T(n) = Zeit um ein Polynom vom Grad < n an den Stellen

o, ,®, ,...,0." auszuwerten.

T(1) =0Q)

T(n) =2 T(n/2) + O(N)
= O(n log n)
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Polynomprodukt nr

Berechnung des Produkts zweier Polynome p, g vom Grade < n

p,q Grad n-1, n Koeffizienten

l Auswertung durch FFT: a)gn’w;n,-..,a);?_l

2n Punkt/Wertpaare (0)2, p(a)z)) und (602,61(602))
l Punktweise Multiplikation

2n Punkt/Wertpaare (0)2 , pq(a)z))
l Interpolation

pq Grad 2n-2, 2n-1 Koeffizienten
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Interpolation 0;

Umrechnung der Punkt/Wert-Darstellung in die
Koeffizientendarstellung

Gegeben: (Xg, Yo)-+s (Xp-1s Y1) MitX; #X;, fur alle 1 |

Gesucht: Polynom p mit Koeffizienten a,..., a,_1,
so dass

_ n-1 _
P\X,) =4, + ax, +...+ an_lxg_l =V,
P\X; =a0+a1x1+...+an_lxl =V

P\X, —.CZO +alx2 +...+an_1x2 _.yz

. n-1
p(xn—l) — aO + alxn—l +...t+ an—lxn—l — y

n-1
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Interpolation

Matrixschreibweise

(1 x
1 x
\1 X

Ca )

\an—l )

[y,
¥,

\ Y1/

"
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Interpolation
Gleichungssystem
1 KXo xg_l d Yo
1 Xy xln_l a | | ML
1 'xn—l Tt x:—_ll an—l yn—l

Ist 16sbar fur x, # x ,farallei = j

Spezialfall (hier): X =

Definition:

"
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Interpolation

Satz
Furalle 0<i,j<n-1qilt:

. @’
V) ==
n /i
n
Beweis
—ij
1 C()n
=
]
Zu zeigen:

"
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Interpolation "nr

Betrachte Eintrag von V'V in Zeilei, Spalte j :

V) =

n n Jij
1

1 o w " ,

- . "

n o n n )
PN ”
" I
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Interpolation
V%), = 5% 0 == 5wl
k=0 n nk=0
Fall 1:i=|
l'gwi—i+j)k — lnfa)’?k =1
nk=0 nk=0
Fall 2:i =), d.h. —(n—1)<—i+j<n-1lund

damitn | —i+ j:

ln_la)(—l#j)k — O
pk=o "

"
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Interpolation nr

Summationslemma
Furallen>0,1>0mit n /|

Beweis: k=0
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Interpolation "nr

(v )

) i a)n—i a)n—i(n—l) y,
n n . n :

\ V1)

n-1 —ik
. n
= Z Yk
k=0 n
1 n-1
_ —1
- yk (a)n )k
N k=0
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Interpolation "nr
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Interpolation und DFT nr
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Polynomprodukt durch FFT "r

Berechnung des Produkts zweier Polynome p, g vom Grade < n

p,q Grad n-1, n Koeffizienten

l Auswertung durch FFT: a)gn’w;n,-..,a);?_l

2n Punkt/Wertpaare (602, p(a)z)) und (602,61(602))
l Punktweise Multiplikation

2n Punkt/Wertpaare (a)2 , pq(a)z))
l Interpolation durch FFT

pq Grad 2n-2, 2n-1 Koeffizienten
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