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optimering . Newton-Verfahren
Taylor-Approximation 1. Ordnung von Vf

Vi(x, +di) = Vf(il_g) + H(xy) - di
Newton-Verfahren

0= Vf (o + di) ~ VF (u) + HOx) - d Yo

o Setze Vf(x;) + H(x,)d, = 0 und berechne x;,.1 = xj, + d,

e Lose lineares Gleichungssystem fir dy: d, = —H(x,)™ - Vf(xg)
Vf(x)

/] x

© 2013 Thomas Brox, Fabian Kuhn



optimerung . Newton-Verfahren (alternative Sicht)

Taylor-Approximation 2. Ordnung von f

1
f(ﬁc"'c_lic) zf(xk)-l'd?c_'Vf(xk)+zd;cr'H(xk)'dk
_\

Newton-Verfahren
e Neuer Wert xy..1: minimiere 2. Ordnung Taylor-Approximation

f(x)

Kpu= %y "l{(xES'V?ngk)
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optimerung - Fortschritt beim Newton-Verfahren

Abstiegsrichtung
e Eine Richtung d ist eine Abstiegsrichtung fur einen Wert x;, falls

dTVf () < 0

—

— Beispiel: Neg. Gradientd = —Vf (x)

e Taylor-Approximation: f(x; +&-d) = f(x,) + - d"Vf(xy)

Newton-Richtung d;, = —H (x;,) " 1Vf(x},)
e Falls H(x;,) positiv definit ist, ist d;, eine Abstiegsrichtung

© 2013 Thomas Brox, Fabian Kuhn



optimerung - Fortschritt beim Newton-Verfahren

Konvexe Funktionen f(x):

e Newton-Richtung ist eine Abstiegsrichtung
* Newton-Verfahren konvergiert zu lokalem Minimum

Konvexe, quadratische Funktionen f(x):
e Newton-Schritt geht zu Minimum der quadratischen Approx. von f(x)
e Verfahren erreicht lokales Minimum in einem Schritt!

Allgemein:
e Konvergiert sobald man nahe genug bei einem lokalen Minimum ist
e Kann mit line search (wie beim Gradientenverfahren) kombiniert werden:

Newton-Richtung: d;, = —H (x;) ™1 - Vf (x})

Bestimme xj,1 = X3 + Ty - dy, so dass f(xj, + Txd;) minimal ist
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optimerung  KONvergenz

e Wie schnell kommt man zum lokalen Minimum?

Konvergenz von Folgen s4,s,,..., lim s, =5

k—> o0

Lineare Konvergenz:

|Si1 — 5 .
lim sup et —=C 5,“’- 2°
koo |Sk — S|

Superlineare Konvergenz:

0 stl/c'!

—

|Sk+1 — S| _

lim su —
k- oo P |Sk _ Sl

Quadratische Konvergenz:
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opimerng . Konvergenz der wichtigsten Verfahren

Gradientenverfahren (steilster Abstieg)
e lineare Konvergenz

Newtonverfahren
e quadratische Konvergenz

e minimiert quadratische Funktionen in 1 Schritt

- i

Konjugierte Gradienten

e minimiert n-dimensionale quadratische Funktionen in n Schritten
e quadratische Konvergenz allen Schritte (superlinear)

e

Quasi-Newtonverfahren
e superlineare Konvergenz
e einfacher als Newton-Verfahren
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optimierung . Quadratische Konvergenz des Newton-Verfahren

SL!‘!- P"‘HLQ
Ziel: Die Sequenz_y_cl, X,, ... konvergiert quadratisch gegenﬁ‘(wwco

Matrix-Norm ||M|| einer Matrix M J [l = Six,-z
IM]|| := max ||Mx]|

Xlxl=le—=—=e
o VM,M',x: [[Mx|| < [IM][ - lIx]l, MM <IMI-I[M]|
| foo— L\ < LIx-y)
Annahmen: Fiir x, y nahe genug beié_* git||Hx) —H)|| <L:|x—yl,
sowie_”H(x)_ln < C fur Konstanten L,C > 0

Lemma:

1
Vi(z) —Vf(x) = f [H(x + t(z — x))](z — x)dt
0
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optimerung . Quadratische Konvergenz des Newton-Verfahren
Lemma: n) — P“’) )
Vi(z) —Vf(x) = j [H(x + t(z — x))](z — x)dt
0

w —_—
—_—
—
—_—

e————

—

Beweis:

. Definiereiqz(_t) = Vf(x+t(z —x)) by =V, (1) ==Vf<2>

e Ableitung ¢'(t) = [H(x + t(z — xD](z _i).
W(@- V%DO = C?( N — ¥
= [lode

= j‘(_*((x +£(%~>a)3 (2-9d+&

-
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optimierung . Quadratische Konvergenz des Newton-Verfahren

Ziel: Die Sequenz x4, x,, ... konvergiert quadratisch gegen x~ W(x“)e.g

X X X=X &y, =¥
Lemma: Xy 1%
Vf(z) —Vf(x) = j [H(x + t(z — x))|(z — x)dt
|
X X — J((()() V,FOO

x'—x*=x—HX)'Vf(x) —x*
- -t
= X 40T (@) Vo) = i 6
! ~1
= x-# 0 [[Hlew €026 -t =Hoa - faone
| 0

=Heo Ij [Jr((w/c(x* X)) = Hoa:] Ot

o

O
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optimierung . Quadratische Konvergenz des Newton-Verfahren

Matrix-Norm ||M|| einer Matrix M
o VM,M',x: [|Mx|| < |IMI|-llx|l, [IM-M|<IM]|-|[M]|
Annahmen: Fir x, y nahe genug bei x* gilt ||[H(x) —H(y)|| < L - ||lx — y||,
sowie ||H(x)‘1|| < C fur Konstanten L,C = 0
U1
x'—x*=H()™*- j

0

.
|H(x +t(x* —x)) — Hx)|(x* — x)dt ¥

1
lx" — x*|| < 1HC) ™| j |H(x + t(x* = x)) = HX)|| - lx* — x ||dt
0

[ -] £ [Hoa '[(//j o A+//

Q

' !
[ [ Chix rter-teay oo ] < J 1 -1t all b

e

| +bl < lal| +Ub]
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optimierung . Quadratische Konvergenz des Newton-Verfahren

Matrix-Norm ||M|| einer Matrix M
o VM,M',x: ||Mx|| < |IMIl-llx|l, IIM-M||<I|M]|-|M]|

Annahmen: Fiir x, y nahe genug bei x* gilt |[H(x) —H)Il < L - ||x — yll,
= sowie ||H(x)‘1|| < C fur Konstanten L, C > 0

—

1
Ix" — x*|| < [|HG) ™| j ||H(x + t(x* — x)) — H(x)|| lx* = x_ILdt
0

AL

- -
< M= (1Moo || J [ Hix 3402 =) —H(ﬂ e

S L € 0=
f \
< Ix=xiiden'l jL-t-dx*-xH’c = le—xi™¥ea || L ;ff o

£C

N ) "o LC

e < =7 \x — = : z &=
e T i Y o o

PR
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optimerung  Gradientenverfahren vs. Newton-Verfahren

Gradientenverfahren Newton-Verfahren
e Llineare Konvergenz e (Quadratische Konvergenz
— Bendtigt i.A. deutlich mehr Schritte — konvergiert in wenigen Schritten
(vor allem, wenn die Hesse’sche Matrix (bei quadr. Problem in 1 Schritt)

schlecht konditioniert ist)

e 1. Ableitung nétig 1. & 2. Ableitung notig

-~
e 1 Iterationsschritt: e 1lterationsschritt: K Vf
— _Evaluation Gradient + line search — Evaluation Gradient + Hesse’sche Matrix

- mn-dim. lineares Gl.-system

o “Billige” Schritte, “schlechte” Konv. e “Teure” Schritte, “gute” Konvergenz
e Bessere Konvergenz: e Einfachere Iterationen:
Konjugierte Gradientenverfahren Quasi-Newton-Verfahren
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optimerung . Quasi-Newton-Verfahren

e Newton-Verfahren + Line Search:
4
Xyl = X + dek’ wobei dk = H(xk)}Vf(xk)
T N~

e Idee: Ersetze H(x,) ™! durch eine Matriwelche einfacher berechnet
werden kann D, & Hog S|

. Taonr-Approximation’ Vi(xps1) — VI (xy) = H(xp1) (Xpr1 — X3) (
———— e ———— e
'Q,?(x—r $) « vg(X) + H6)-S :?‘oc-l $) = ,g((x\-} S-J' )

— Idee: _D_Kjt,l sollte dies auch erfillen...

* Quasi-Newton Bedingung:

“ Dyi1 qx = Pk ‘i wobei Py = Xg41 — Xk, qr= Vf(xXg+1) — VF(xy)

-\

-\
pg%@ ~ Vgﬂf_ﬂ =‘_‘D¥H (&:\Xﬁ) A= Y, Ty
4, fu
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optimerung  QuUasi-Newton-Verfahren
~
. atfex,
Quasi-Newton-Verfahren: k)

/

Xj+1 = X + Ty, dk' wobei dk = —Dka(xk)

- Ty wird typischerweise durch line search ermittelt

Quasi-Newton Bedingung: (D., Dy,
Drs1- Qe =pr,  wobel py = Xg41 — Xp, qic= Vi (xk+1) — VI (xx)

Berechnung von Dy, 1:

e Alte Matrix + Korrekturterm: Dy.,.1 = D;, + C;,

(Dx + C)qx =k = Cxqyx = px — Diqx

e Zum Beispiel (¢ € [0,1] ist ein Parameter)

T T
pp" Dqq'D V/ | p Dq .
— — + ¢pnvv ', wobei v = ——,n=q Dq
p'q q'Dq p'q 7

C(p) =
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optimerung . Quasi-Newton-Verfahren

<l
Quasi-Newton-Verfahren: / UG
—_— ©
Xie+1 = X = Tk - Dy Vf (xx) R % =R

_—

Dyy1 = Dy + Cy, Crqrx = Pr — Diqy

e Parameter ¢ = 0 (Davidson-Fletcher-Powell, erstes Quasi-Newton-Verf.)
pp' Dqq'D
p'q q'Dq

C0) =

e Parameter ¢ = 1 (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)

_pp'[, a'Dq|l Dgp"+pq'D
C(1) =—=—|1+—|- -
pTq pTq pTq

e (Quasi-Newton-Verfahren konvergieren oft superlinear

e Fur quadratische Funktionen in n Schritten
— entspricht dann dem konjugierten Gradientenverfahren
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