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opimerng - [Minimierung mit Gleichheitsrestriktionen

Gegeben: Funktion f, hy, hy, ..., b : R - R
Ziel:
min f(x)

XERN

@) —0,hy(x)=0,.. h,(x) =0
— ——

Unrestringierter Fall: Notwendige Bedingung fir lokales Minimum x~*

* keine Abstiegsrichtung beix*:  Vf(x*) =0

Restringierter Fall: Notwendige Bedingung fir lokales Minimum x~*

e x*istzuldssig:Vi: h;(x*) =0

e keine zulés;ige Abstiegsrichtung s bei x*
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optimerng - NOtwendige Bedingung

Restringierter Fall: Notwendige Bedingung fir lokales Minimum x*
e x*istzuldssig:Vi: h;(x*) =0

e keine zuldssige Abstiegsrichtung s

Zulassiger inkrementeller Schritt@
hi(x +8) = hi(x) = 0

Taylor-Entwicklung bei x™:
O=h;(x*+6) = h!-gx*) + 8TVh;(x*) +M
=0 ‘\(\'

(=0)
_—

Zulassige Richtungen s sind orthogonal zu Vh; (x™): ETVhi(x*) =0

Zulassige Abstiegsrichtung s: __v,f

‘bo

Vi: s'"Vh;(x*) =0, in(x*) <0 R
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optimierung . ZU|dssige Abstiegsrichtung

Zulassige Abstiegsrichtung s:
Vi: s"Vh;(x*) =0, s'Vf(x*) <0

Vh(x)

~__h(x)=0
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optimerung  Keine zulassige Abstiegsrichtung

Keine zulassige Abstiegsrichtung s:

Vs: FallsVi: s'"Vh;(x*) =0, danns'Vf(x*) =0

————

———

Vh(x)

// ///_ —Vf(x) =21-Vh(x)
I/ // /// ————
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optimerung  Keine zulassige Abstiegsrichtung

Keine zulassige Abstiegsrichtung s:

E%: Falls Vi: s'Vh;(x*) =0, danns'Vf(x*) =0 ()

'—E» Z

—

Satz (Lagrange Multiplikatoren): Unter Annahme von Regularitat, gibt es bei
x* keine zuldssige Abstiegsrichtung genau dann, wenn A; existieren, so dass

_—

e V() +Z,1’; Vhi(x?) = 0. «— )
i=1
Beweis:- s"'vggm = ZXTM = STV£C><“)-——O

=9
AMMLM-Q‘, \UZ:ML %1».( ALS.‘* h’d"‘}“"‘f{ ol ‘C@)M )\v{’ g0 dase (%) 2’1(’(’
W= SKWGY £ M T =0 (W)

\

t=1
/"T O
3= m > waulassiy /

,gv&)ﬂ = + ET,\S, —D $7V¥f9?"')< &
>0

© 2013 Thomas Brox, Fabian Kuhn 6




opimiering | agrange Multiplikatoren

Satz (Lagrange Multiplikatoren): Unter Annahme von Regularitat, gibt es bei
x* keine zuldssige Abstiegsrichtung genau dann, wenn A; existieren, so dass

—_—

TFG) + Y A Vhi(xt) = 0. wd be?)=0 o
i=1

Regularitat: Insbesondere missen Vh;(x™) linear unabhangig sein

Methode von Lagrange:
Finde Vektoren x™ und A%, fiir welche

m /
Vi(x) + Z A5 Vh(x) =0 «—
i=1

hi(x*) = O, i = 1, ., M

e n + m Unbekannte, n + m Gleichungen

<
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Optimierung BeiS p | el

Lagrange: Vf(x*) + 2;A; - Vh;(x*) =0, h;(x*)=0(=1,..,m)

Beispiel:
mlnf(X) = X1 + X9

unter h(x) = x2 —x, = 0

e (), Wou(®)
A=) = d=r |

[ +2x=0 = x{=-~"

=\
———
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Optimierung Lagra nge Methode

Lagrange Funktion:

L(X,A) ::[—(ﬁ? + ZAL . hl(X)
=1 —

Gradient:
m
© L) = )+ Y A
6xj * B ax]f x : i X i(x)
——— =1
0 L(x,A) =h
o7, M) =)
Lagrange Methode: VL(xA)=0

—

VF(x") + Za;f VhG) =0, h@)=0 (i=1..,m)
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optimiering L agrange Methode

Lagrange Funktion:

L) = FO)+ ) A+ hi(x)
i=1

.!q

Lagrange Methode:
Notwendige Bedingung fiir lokales Minimum bei regularem Punkt x*:

VL(x*,A") =0

e Reduziert das Problem auf das Finden eines stationaren Punktes eines
unrestringierten Problems!

e Methoden: (konj.) Gradientenmethode, Newton, Quasi-Newton, ...
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opimiering . Qptimierung mit Ungleichheitsrestriktionen

Gegeben: Funktion f, hy, hy, ..., b : R - R
Ziel:

min f(x)

wobei g1(x) <0,9,(x) <0,...,9,(x) <0

Notwendige Bedingung fiir lokales Minimum x™:
-

o x"istzuldssig:Vi: g;(x*) <0
e keine zulassige Abstiegsrichtung s bei x*

%)< o

—eee————

Aktive Nebenbedingungen:
I ={i|g:(x") = 0]

e Nur aktive Nebenbedingungen beschranken die gultigen Richtungen
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optimierung . Zulassige Richtung

Aktive Nebenbedingung g; an Punkt x*:
9i(x*) =0

Zulassige Richtung s and Punkt X"
e Flrgenug kIeines§ > 0 gilt:
gi(x*+98-5)<0
e Taylor-Approximation: 20
gi(x*+6-s) = gi(x)+6-s'Vg;(x") s ©

—

SO S0
e Zuldssige Richtung s bei x* (notwendige Bedingung):

s'Vg;(x) <0

Zuldssige Abstiegsrichtung s bei x™:

s'VWf(x*) <0 und VielI:s'Vg;(x*) <0

=T
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optimerung | 0kales Minimum: Notwendige Bedingung
Bei reguldrem lokalem Minimum x* hat folgendes System keine Losung:

—=s5'Vg;(x*) <0, Viel* (A)
JSTVf(X*) < OJ e

Hinreichende Bedingung, damit (A) keine Losung hat:

—Vf(x*)=2/1i°\79i(x*), mit A; > 0 firi € 1" (B)

LET*

~ Vo) = g‘kiﬂﬁt’) <O
<0 ST\Z@N’! >0

Lemma von Farkas:

. (B)E auch eine notwendige Bedingung, damit (A) keine Losung hat
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optimerung L emma von Farkas

Satz (Lemma von Farkas): Fur beliebige Vektoren a4, ..., a; und g ist die
Menge '—

S={s|s"g<0 und sTaq; <O0foralli =1,...,k}

genau dann leer, falls 1; > 0 existieren, so dass q:= Va. (09

k
—g = z A;a; . 0” o)
=1

e Aquivalent zum Dualitdtssatz der linearen Programmierung

Anwendung hier: System
s'Vf(x*) <O, s'Vg;(x*) <0, vielr <
O— ____:___—/

—_—

hat genau dann keine Losung, wenn

—Vf(x*) ZZAi'Vgi(X*), mitli >0furi eI’
LE]" -
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optimierung | 0kales Minimum: Notwendige Bedingung

Notwendige Bedingung fir (reguldres) lokales Minimum bei x™:

—Vf(x*) =zAlVgl(x*), mit/ll- >0fliri e’

LEIT*

T

—

Karush-Kuhn-Tucker Satz: Sei x™ ein reguldres, lokales Minimum. Dann
existieren Multiplikatoren A;, derart dass

p
7f(e) + ) AiVgi(x) = 0
=1

——‘9/1’{gl(x*) =0, [ = 1,...,p @A"‘O
Vatd Rl Tadear Tkt o
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optimerung  Konvexitat

Zur Erinnerung:
e Funktion f: R™ — R heisst konvex, falls fir alle x,y € R"* und A1 € [0,1]:

fx+ (1 =Dy) = 4f () + (1 - DY)

)

N—

— > | — gl
a'—"’r\:w-(l--})\a Ae[a,q

e Eine Menge S € R" heisst, falls fur alle x,y € Sund A € [0,1]:
Ax+ (1 —-A)yeES
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optimierung  Konvexe Me ngen

Der Schnitt zweier konvexer Mengen ist konvex:

S1,S, konvex = S§; NS, konvex <

Konvexe Nebenbedingung:

Funktion g;(x) konvex = {x : g(x) < 0} ist konvex

%020 220 =p & kx +(\-f\73') S o
9, (et -0 < gen (FAawm < o
Konvexe Minimierung:
min f(x), wobei Fkt. f(x) und Menge S konvex sind

XES

Konvexe Minimierung: lokales Minimum x’ € S ist auch globales Minimum:

e Globales Minimum x™ € S S
e Konvexitat von S: Verbindungslinie in § Ye (o))
e Konvexitdt von f: Betrachte z = Ax" + (1 — A)x™ auf Verbindungslinie:

f(@) =fAx"+ (A =Dx") = () + (A - Df T < f(x)
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opimiering . Konvexe Optimierung: Hinreichende Bedingung

Karush-Kuhn-Tucker Satz: Sei x™ ein regulares, lokales Minimum. Dann
existieren Multiplikatoren A;, derart dass

p

VF(x) + ZA;Vgi(x*) =0
=1

A; =0, i=1,..,p

A gi(x*) =0, i=1,..,p

Hinreichende Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen

Satz: Falls f(x), g1 (x), ..., gp (x) konvex sind, dann ist jeder Punkt x*,
welcher die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen erfiillt, ein globales Minimum.
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optimierung . Konvexe Optimierung: Hinreichende Bedingung

Satz: Falls f(x), g, (x), ..., gp (x) konvex sind, dann ist jeder Punkt x~,
welcher die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen erfiillt, ein globales Minimum.

Eigenschaft konvexer Funktionen:

Vx', x*: 'f(x’) > f(x)+ V()T (" —x")
7

\

___—f——b'
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optimierung . Konvexe Optimierung: Hinreichende Bedingung

Satz: Falls f(x), g, (x), ..., gp (x) konvex sind, dann ist jeder Punkt x~,
welcher die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen erfiillt, ein globales Minimum.

Betrachte Karush-Kuhn-Tucker Punkt x* und ein beliebiges x" # x™:
=

=

Konvexitat: xallsﬁa

fXNZf&)+V)T(x' —x*) <=
Viig;(x') = g;(x*) + Vg;(x*)T(x" —x*) &=—

(x)4 !
FG) = G +Zﬂ 9:(x" goice, Aize
;?(xi)*vﬁtxf) ('~ x¥) +2A (% 0 + Vg.0¢%) ) (5~ x*))

= fo+ Moy 2”?\73-.“*’ o) + S g

=1
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optimierung . Konvexe Optimierung: Hinreichende Bedingung

Satz: Falls f(x), g, (x), ..., gp (x) konvex sind, dann ist jeder Punkt x~,
welcher die Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen erfillt, ein globales Minimum.

Betrachte Karush-Kuhn-Tucker Punkt x* und ein beliebiges x" # x™:
T p

p
TFG) + ) R Vgioc*)] SRERAPITICY
L,N_L/ =1 6

=0
= g( x*) _'gb(i) > ;&X"‘)

Punkt x™ erfullt Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen:

f&xD) =z f(x7) +

p
7FG) + ) AiTgi(x) = 0 =
=1

* * * — y  —
A; =0 und A;g;(x*) =0, i=1,..,p
‘F
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Optimierung BeiSpiEI

1
Ist x™ = <1/ﬁ> Optimallosung des folgenden Minimierungsproblems?
/vz
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optimierung . Mlinimierung mit allgemeinen Nebenbedingungen

Gegeben: Funktion f, hy, hy, ..., b : R - R
Ziel:
min f(x)

XERN

wobei h{(x) =0,h,(x) =0, .., h,(x) = 05—
g1(x) <0,9,(x) <0,...,g,(x) 0¥

Notwendige Bedingung fiir (regulares) lokales Minimum x™:
Fallss"Vh;(x*) =0firi =1,...,m und s'Vg;(x*) < 0fiiri € I*, dann gilt
s'Vf(x*) = 0.

Farkas-Lemma: Es gibt Multiplikatoren A7 (i = 1,...,m)und u; = 0 (i € "),

—_—

m
TFG) + ) HVh() + ) iV gi(x") = 0.
i ier =

[ ——
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