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optimerung | ineare Programmierung / Optimierung

Spezialfall der Optimierung mit Nebenbedingungen:
. Funktionen@, Ry, sy 915 s Gp: R® > R

o Ziel:

min f(x)

wobei hy(x) = 0,hy(x) =0, ..., h,,(x) = 0
g1(x) <0,g,(x) £0,..,9,(x) <0

e Alle Funktionen f,h4, ..., h;;, 91, ..., gp sind linear

Bemerkungen:
e Wichtiger Spezialfall mit vielen Anwendungen

— Resource allocation, transportation, job planning, ...
e Lineare Funktionen sind konvex = Spezialfall der konvexen Optimierung
e Esist moglich, sehr grosse Probleme effizient zu [6sen
e Schoéne Theorie mit Anwendungen auch in der komb. Optimierung!
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optimerung - Bejspiel (Resource Allocation)

In einer Fabrik werden 3 verschiedene Produkte (P1, P2, P3) hergestellt. Fir
die Herstellung werden 3 verschiedene Rohstoffe (A, B, C) gebraucht.
Wieviel der Rohstoffe flir jedes Produkt gebraucht werden, sowie
Verflugbarkeit der Rohstoffe und wirtschaftlicher Gewinn der Produkte sind

im Folgenden zusammengestellt:

)

Rohstoff Pl P2 P3 Verfligbarkeit

A @ 0 0 @

B @ 0 2
6

C 0 3 1

Gewinn/Einheit @ 4 2

e Wieviele Einheiten sollen von jedem Produkt hergestellt werden, um den
Gesamtgewinn zu maximieren?
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optimerung - Bejspiel (Resource Allocation)

Rohstoff P i P2 P3 Verfligbarkeit
A CZ) 0 o) 4
B 1 o) 2 8
C 0 3 1 e
Gewinn/Einheit 3 4 2
o =

e Maximiere profitabelstes Produkt (P2):

— 2 Einheiten (wegen Rohstoff C)

e Ubrige Rohstoffe erlauben 2 Einheiten von Produkt P1:
— 2 Einheiten P1, 2 Einheiten P2, O Einheiten P3

Cﬂu?uu‘. Z% +Z‘f — [L{L

* 6 restliche Einheiten von Rohstoff B bleiben ungebraucht...
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optimierung . Beispiel (Resource Allocation)

2. A
Rohstoff P1 P2 P3 Verfligbarkeit
A 2 0 0) 4 o
e\
B 1 0 / 2 ) 8 _£
C 0 3 \_1/ 6 >
Gewinn/Einheit 3 4 2

e Aktuelle Losung:

— 2 Einheiten P1, 2 Einheiten P2, O Einheiten P3

e \erbesserung:
— Nur 1 Einheit P2, daflir 3 Einheiten P3

G, 2344437 = (¢
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optimerung - Bejspiel (Resource Allocation)

Rohstoff P1 P2 P3 Verfligbarkeit
A 2 o) o) 4
B 1 o) 2 8
C 0 3 1 6
Gewinn/Einheit 3 4 2

e Aktuelle Losung: 2 Einheiten P1, 1 Einheiten P2, 3 Einheiten P3

e |st dies die best mogliche Losung? <—

C?w‘. [6

e Falls ja, wie kann man das zeigen?<—

e Was, wenn wir die Ausgangslage andern:

— Zum Beispiel: Verkauf von restlichen Rohstoffen

— Was ist der Einfluss von Gewinn, Verfligbarkeit?
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optimerung ~ Als lineares Programm (LP)

Rohstoff P1 P2 P3 Verfligbarkeit
A 2 o) o) _ﬂ-__
B 1 0 2 8
C 0 3 1 6
Gewinn/Einheit 3 4 2

- (2,1,3)
* Variablen: x;: Produkt P1, x,: Produkt P2, x3: Produkt P3
e Optimierungsproblem:

G wihh
max 3x1 + 4x, + 2x3</ =
) < 4— Ol A
bucares + 2x; < 8«— * B
(Pm fauwa 3x, + x3 < 6= -
\:ﬂ x1>0 x2>0 x3 = 0
=

e X; € Z: integer Ilnear program (I_I_3 oder ILP)

m—
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optimierung - Bejspiel Job Allocation

K Jobs muessen mit Hilfe von S Servern ausgefihrt werden, wobei Server i
wahrend s; Stunden zur Verfligung steht. Es ist moglich, einen Job j auf
mehrere Server zu verteilen und wir nehmen an, dass Server i in einer
Stunde, einen a;;-Anteil von Job j ausfihren kann. Wie kann die gesamte

Ausfihrungszeit minimiert werden?

| \JEISI Xij Zed, wdthe Jb 5 auf Server | st
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optimerung - | ineare Programme (LP)

Lineare Zielfunktion:
flxy, o, xy) =cTx =cyxy + -+ cxy

Lineare Nebenbedingungen: X; 7
e Endliche Anzahl lineare Nebenbedingungen ye o 1§
e Gleichungen: xeZ

— T — _
hi(xq, .., Xp) = @; X = aj1%1 + -+ aipXxy, = b;

e Ungleichungen:
hi(Xq, o, Xp) = @] X = Aj1 X1 + -+ QipXy < by
hi(xq, ., Xp) = @] X = Qj1%1 + - + Xy = b;

o=

Integer LP (IP, ILP):
e LP, bei welchem die Var. (z.T.) nur ganzzahlige Werte annehmen konnen

e LP:I6sbarin Polynomialzeit

* IP:i.A. NP-vollstandig (Ausnahmen: z.B. max. Fluss in Graphen)
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Beispiel:

Xl_xzs_l

Geometrische Interpretation

max x4 +x2‘/
X1 —Xxp, < —1
X1+ 2x, <6
2x1+x, < 4
X1,Xy = 0
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optimieruing . Resource Allocation Beispiel

max 3x; + 4x,
s.t. 2x4
X1

X;+2x3<8
3xy)+x3<6
2x;<4—
-------------- X,
xl’ Quelle: Lect. notes K. Fukuda (ETH Zdrich)
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optimerung | Osung eines LPs

Es gibt zwei Falle, in welchen ein LP keine optimale Lo6sung hat:

e Unzulassiges LP (infeasible LP):
max xq; + 3x,
X1 — Xy >3

—Xq + X > —2 g uo“‘e[:ld‘
o 2z

e Unbeschranktes LP (unbounded LP):
max 2x; — X,
—x1+2x, <5
—X1 — 3x, < —3

=1, xzo
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optimerung | Osung eines LPs

Theorem: Jedes LP erflllt genau eine der folgenden Bedingungen:
1) Das LP ist unzulassig (infeasible)
2) Das LP ist unbeschrankt (unbounded)
3) Das LP hat eine optimale Losung

Beweis:

e Falls 1) und 2) nicht zutreffen, muss es ein lokales Minimum/Maximum
haben

e Optimalitdt des lokalen Minimums/Maximums folgt aus der Konvexitat
des Optimierungsproblems

(Lﬁsen eines LPs:

e Finde, welche der drei Moglichkeiten zutrifft

e Falls 1) oder 2): Zertifikat fir Unzulassigkeit / Unbeschranktheit
L- Falls 3): Optimale Losung + Zertifikzit fur Optimalitat

—
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optimering . Optimalitat nachweisen

max 3x; + 4x, + 2x3

El: 2x; < 4+

- E2: x; + 2x3 < 8
E3: 3x, + x3 < 6%

B E4: x, =0, x, =0, x3 = 0

Aktuelle Losung: (xq, x5, x3) = (2,1,3) Gewinn: 3x; + 4x, + 2x3 = 16

e Jede zulassige Losung erfullt E1, .

e Jede zulassige Losung muss dah auch positive Linearkombinationen von
E1, ..., E4 erfillen, z. B@ H2 ZE

=
* Wegen E4, gilt 3x;y + 4x, + 2x3 < 4x1 + 6x, + 2x3 < 20

Q———N\_/ -_—
obese Skt £ %u(ﬂf
%@QQA. < 20
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optimering . Optimalitat nachweisen

max 3x; + 4x, + 2x3

El: 2x; < 4
E2: x4 + 2x3 < 8
E3: 3x, + x3 < 6
E4: x; =0, x, =0, x3 = 0

Aktuelle Losung: (x4, x5, x3) = (2,1,3) Gewinn: 3x; + 4x, + 2x3 = 16

=
e Bessere positive Linear blnat alok
— E3

Bx.;gX*(f'Xz *- ‘{-fgg"“"

..[;

Rx, + o + 26 S (6
L__’—\/_./
LN,

e Wie findet ntan die beste Kombination der Nebenbedingungen?
F
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opimerung . Al|gemeine Kombination der Nebenbedingungen

max
El:
E2:
E3:
E4.

e Allgemeine Lin.-Komb.:

3x; + 4x, + 2x;

2X4 <
X1 + 2x3 <
o 3x, + x3 <
x1 =0, x, =0, X3 =

yi-E1+y,-E2+y; - E3,

4
8
6

0

2\3‘)(‘ + 4,5 -(-2(62;(3 + 3‘33)(1 + ‘63)(3 < L(lgi + 831 +633

(2}). *"’6?37‘ + (3(33))(1 + (Z‘az‘r‘aﬂxs < W

l{owf WU F (Z’*dgq
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opimerung . Al|gemeine Kombination der Nebenbedingungen

max 3x; + 4x, + 2x3¥—

El: 2x; < 4
E2: x4 + 2x3 < 8
E3: 3x, + x3 < 6
E4: x; =0, x, =0, x3 =0

yi -El+y, E2+7y;-E3, ;> 0:
(2y1 + y2)x1 + (Byz)x; + (2y, + y3)x3 < 4y, + 8y, + 6y3

\_::.‘w\ Uy, + S + 64 <
>

&’.uu(eg Z‘a, % 3

@ Y, 2z 9

— &Ql-(-‘ag Z A
192 ‘33 O

wdes 2w LY
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Optimierung Duales LP

max 3x; + 4x, + 2x3

El: 2x; < 4
E2: x4 + 2x3 < 3
E3: 3x, + x3 < 6
E4: x; =0, X, = 0, x3 = 0
Duales LP:
min 4y, + 8y, + 6y,
2y1 + oy, > 3
3y; = 4
2y, +  y; = 2
y1 =0, Yo, = 0, y3 = 0

e Duales LP gibt optimale positive Linearkombination, um die optimale
Losung des primalen LPs zu beschranken

o

e Funktioniert dies immer?
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optimerung  Kganonische Form

LP in kanonischer Form:

max C1Xq + CXy + - 4+ CpXp < )
—
p! aj1xy  + osa1x, + 0+ apxg, B by
'- : ] E : <
x1 = 0, X, = 0, Xnp= 00— 4

-_— 1

.o 1
e Jedes LP kann in kanonische Form gebracht werden (Ubung!)

uales LP:
min b13’1 + bz 3% + cee + bmym
—=2a11Yy1 Tt Ay, + -+ AQuiYm = €
A1nY1 + Aoxny2 + o+ AmnYm = _&
y120, yZZO, e ymZOQ‘-*

C_

e Losung des dualen LP: obere Schranke fur Losung des primalen LP

© 2013 Fabian Kuhn
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optimerung - Kanonische Form (Matrix-Schreibweise)

Primales LP (kanonische Form):

Duales LP:

Theorem (Schwache Dualitat):

Jede duale Losung ist eine obere Schranke fir die optimale primale Losung.
Das heisst, fur alle zulassigen primalen und dualen Lésungen x und y gilt:

c'a x<bT (Zcxl Zblyl>

T
e Korollar: Falls ¢c"x = b"y gilt, sind beide Lésungen optimal.
e —s
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optimierung  Starke Dualitat

Lemma von Farkas: Ein System {Ax < b und x > 0} hat genau dann keine
6sung, wenn das System {y > 0,ATy > 0und b'y < 0} eine Lésung hat.

Theorem (Starke Dualitat):
Fir optimale primale und duale Lésungen x und y gilt c'x = b y.
e ———— ]

:\'—arkas _— sli ‘D*ﬂ.“‘l‘a%_ ‘

X, 4 T
max < - Wex ¢X=
Ax<b C,Tx"a'-c 2= \,-a ad. L'ézf K 'g"
[C-; ZZ Clx¥< g =D %3 s.4. g-a<£

-;T\ %xs(}g | \‘}j_'.PCTx‘%g‘—‘cE @Via‘a%ng (orrtoiﬁk-‘&
Ealulﬁﬁ.@-"——‘v ‘E‘zzo

Qc&r«">¢'>=—a-c+%e—o
R R
(Dt oo 0 o By<yd P53

Yo 7°
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optimerung  Complementary Slackness

Satz vom komplementaren Schlupf (complementary slackness):

Flr zuléssige Losungen x und_y sind folgende Bedingungen aquivalent:

x und y sind optimale Losungen 4—-—) o Pulst

/(” cx—bqu__ 5
T(b Ax) = 0 und xT(AT —c) =04
= —— *-—=—

- 20
Max C'x S P

Ax < b Yt Y.=0 v fAz), b, ‘93 —%‘AX
"o 3\&: KTA\a i>t

“) 74')(510 ATa z C ’I —

| IOT = C‘X

rAx < u(\‘]o*CTX xTATta z K=k 797
N/
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optimierung - Zertifikat flir Unzulassigkeit

max 3x; + 4x,
El: 2x;
E2: —x;
E3: 3X5

E4-: X1 > 0, X9 > O;

_|_

_|_

Positive Linearkombination von E1, ..., E3:

1
E-E1+1-E2+2-E3=

© 2013 Fabian Kuhn
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optimierung - Zertifikat flir Unzulassigkeit

Lemma von Farkas: Ein System {Ax < b und x > 0} hat genau dann keine
Lésung, wenn das System {y > 0,ATy > 0 und b'y < 0} eine Lésung hat.

Theorem: Jedes unzulassige LP hat ein solches Zertifikat fir Unzuladssigkeit.

© 2013 Fabian Kuhn
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optimierung  Zertifikat flr Unbeschranktheit

max 3x; + 4x, + 2x3

El: le < 4
E2: x4 + 2x3 < 8
E3: —3XZ + X3 < 6

\Y

E4: X1 = O, X9 = 0, X3 0

e Falls (x4, x,,x3) zulassig ist, dann ist
(x1,%5 + @, x3) = (xq1,x,,x3) + - (0,1,0)

auch zulassig und die Zielfunktion nimmt um 4« zu.

e Die Richtung (0,1,0) ist ein Zertifikat fiir die Unbeschranktheit.

© 2013 Fabian Kuhn
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optimierung  Zertifikat flr Unbeschranktheit

max 3x; — 4x, + 2x3

El: 2x; < 4
E2: x4 + 2x3 < 8
E3: —3x, + x3 < 6

\Y

E4: X1 = O, X9 = 0, X3 0

e Falls (x4, x,,x3) zulassig ist, dann ist
(%1, %2, x3) + - (1,1,1)

auch zulassig und die Zielfunktion nimmt um a zu.

e Die Richtung (1,1,1) ist ein Zertifikat fir die Unbeschranktheit.

© 2013 Fabian Kuhn
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optimierung  Zertifikat flr Unbeschranktheit

Theorem (Zertifikat Unbeschranktheit): Ein LP

maxc'x,wobeiAx < bundx >0

ist genau dann unbeschrankt, falls es eine zulassige Losung x und eine
Richtung z gibt, so dass z > 0,4z < Ound ¢z > 0.

Beweisidee:
e Folgtim Wesentlichen aus der Konvexitat des zulassigen Bereichs

e Unbeschranktheit: Es gibt ein z, so dass es fur alle zulassigen x4 eine
zulassige Folge x4, x5, ... gibt, so dass

limc"x; = oo,
1L—C0
sowie
Xi — X1

lim

» — Z
=0 ||x; — x4

e Konvexitat: x + az ist zulassig fur alle zulassigen x und allea = 0
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optimierung  Dualitat, Optimalitat, Zulassigkeit und Unbeschranktheit

Theorem: Falls (P) ein LP ist und (D) das zugehdrige duale LP ist, dann ist
(P) auch das duale LP von (D). Zudem gilt genau eine der folgenden
Bedingungen:

1

N

Die LP (P) und (D) sind beide zulassig und haben beide den
gleichen optimalen Zielfunktionswert

2) Das LP (P) ist unzulassig und das LP (D) ist unbeschrankt
3) DasLP (P) ist unbeschrankt und das LP (P) ist unzuldssig

4) Beide LP sind unzulassig

© 2013 Fabian Kuhn
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optimerung - Duale lineare Programme

Primales LP Duales LP

Aly>c

y beliebig

maxc' x minb 'y
Ax<b Ay =c
x beliebig y=0
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