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optimerung  GOlden Ratio Search
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optimerung Newton-Verfahren

Minimierungsproblem min,cpn f(x)
e Finde stationdren Punkt x*: Vf(x*) =0

Iteratives Verfahren
e Berechne Sequenz xg, X1, X5, ...,
e Flri — oo, x; sollte zu stationarem Punkt konvergieren

Taylor-Approximation 1. Ordnung von Vf
Vi(x +di) = Vi(x) + H(xg) - dy

aZ
0x10xp,

T (o)

f(xx)

— Hesse’sche Matrix H(x,) =
62
0xn0x4

FO) 3 f)

— Taylor (1. Ordn.): Vf(x, + d}) = <aixif(xk + dk)> ~ <aixif(xk)> + <d,I v (aixif(xk)>>
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optimerng . Newton-Verfahren
Taylor-Approximation 1. Ordnung von Vf
Vf(xx +di) = Vf(xg) + H(x) - die
Newton-Verfahren
0= Vf (i + die) = VFCxie) + H(xe) - di
o Setze Vf(x;) + H(x;)d; = 0 und berechne x;.1 = x5, + dj,

e Lose lineares Gleichungssystem fir dy: d, = —H(x,)™ - Vf(xg)
Vf(x)

/] x
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optimierung . Newton-Verfahren (alternative Sicht)
Taylor-Approximation 2. Ordnung von f

flx +di) = flxp) +dg - Vf(x) +%d11 - H(xg) - dy
e H(xj): Hesse’sche Matrix an der Stelle x,

Newton-Verfahren
e Neuer Wert xy..1: minimiere 2. Ordnung Taylor-Approximation

1
d, = arg min {f(xk) +d"Vf(xy) + EdTH(xk)d}

X1 = Xi + dy,
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optimerung . Newton-Verfahren (alternative Sicht)

Taylor-Approximation 2. Ordnung von f
1
flo +di) = fOg) +dg - Vf(xg) +§d11 - H(xy) - dy

Newton-Verfahren
e Neuer Wert xy..1: minimiere 2. Ordnung Taylor-Approximation

f(x)
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optimeruns  Newton: Beispiel 1

f(x) =5x—1Inx

o Gradient: Vf(x) = f'(x) =5 —1/x,

e Hesse’sche Matrix: H(x) = " (x) =1/ .

Fax)=0 = x =1

0.197995480848476

0.199996948242188

0.199979909514856

0.199999999953434

!/
e Newton-Richtung: d,, = —H (x;,) 1V f(xy) = —;,,((9;’;)) = x;, — 5x7
Xp+1 = X + dyp = 2x, — 5xi
k Xy Xy
1 0.05 0.3
2 0.087500000000000 0.15
3 0.136718750000000 0.1875
4 0.179977416992188 0.19921875
5
6
7

© 2013 Thomas Brox, Fabian Kuhn

0.199999997981862

0.200000000000000



optimerung . Newton: Beispiel 2

f(x,y) =In(1+x+y)+In2x+1In5y

1
1+x+y

1

; * * * 1 * 1
Vix,y) =| "} L1l Vf(x'y ) =0 = x*=—2,y" =—3

Yy

1+x+y

1 \¢ 1 1 \2
t 2
1+x+y X 1+x+y

1 \? 1 \¢ 1
T3
1+x+y 1+x+y y

e Newton-Richtung: —H (x,y)d,=Vf(x,y)

¢ H(ny) - =

e Startwerte: x; = —0.05, x, = —0.75
425 N 2 D S (—0.0458677686)
25 25+16/5)"\d,, 5— %/, =\ 01797520661
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optimerung - Fortschritt beim Newton-Verfahren

Abstiegsrichtung
e Eine Richtung d ist eine Abstiegsrichtung fur einen Wert x;, falls

dTVf(Xk) <0
— Beispiel: Neg. Gradientd = —Vf (x)

e Taylor-Approximation: f(x; +&-d) = f(x,) + - d"Vf(xy)

Newton-Richtung d;, = —H (x;,) " 1Vf(x},)
e Falls H(x;,) positiv definit ist, ist d;, eine Abstiegsrichtung
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optimerung - Fortschritt beim Newton-Verfahren

Konvexe Funktionen f(x):
e Newton-Richtung ist eine Abstiegsrichtung
e Newton-Verfahren konvergiert zu lokalem Minimum

Konvexe, quadratische Funktionen f(x):
e Newton-Schritt geht zu Minimum der quadratischen Approx. von f(x)
e Verfahren erreicht lokales Minimum in einem Schritt!

Allgemein:
e Konvergiert sobald man nahe genug bei einem lokalen Minimum ist
e Kann mit line search (wie beim Gradientenverfahren) kombiniert werden:

Newton-Richtung: d;, = —H (x;) ™1 - Vf (x})

Bestimme xj,1 = X3 + Ty - dy, so dass f(xj, + Txd;) minimal ist
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optimierung . Konve rgenz

e Wie schnell kommt man zum lokalen Minimum?

Konvergenz von Folgen s4,s,,..., lim s, =5

k—> o0

Lineare Konvergenz:

|Sk+1 — S|
lim sup L = ¢
k—ow  |Sk — S|

Superlineare Konvergenz:

|Sk+1 — S| — 0

lim su —
k- oo P |Sk _ Sl

Quadratische Konvergenz:
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opimerng . Konvergenz der wichtigsten Verfahren

Gradientenverfahren (steilster Abstieg)
e lineare Konvergenz

Newtonverfahren
e quadratische Konvergenz
e minimiert quadratische Funktionen in 1 Schritt

Konjugierte Gradienten
e minimiert n-dimensionale quadratische Funktionen in n Schritten
e quadratische Konvergenz alle n Schritte (superlinear)

Quasi-Newtonverfahren
e superlineare Konvergenz
e einfacher als Newton-Verfahren
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opimiering | ineare Konvergenz des Gradientenverfahrens

Annahme: streng konvexe, quadratische Fkt. f(x) = %xTAx —b"x

e A symm. pos. definit (Vx:xTAx > 0, alle Eigenwerte reell und positiv)
e Eindeutiges Minimum bei x*, sodass Vf(x*) =0

0=Vf(x")=A4Ax*"—b = x*=A"1b
e Funktionswert bei x™;
1 Iterationsschritt an Stelle x

e Abstiegsrichtungd = —Vf(x) = b — Ax

e Neuer lterationswertx’ = x4+ 1 -d, wobeit =argminf(x + a - d)
a
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optimierung L ineare Konvergenz des Gradientenverfahrens
Quadratische konvexe Funktion
1
flx) = ExTAx —bTx, x*=A"1p, f(x*) =
1 Iterationsschritt an Stelle x (neuer Wert x’)
d=-Vf(x) =b — Ax, x'=x+71-d, T
Konvergenzrate C

S (CORD (€2

x nahe genug bei x* f(x) — f(x*)
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opimiering | ineare Konvergenz des Gradientenverfahrens

Quadratische konvexe Funktion

1 1
flx) = ExTAx —bTx, x*=A"1p, f(x*) = —EbTA‘lb

b S _ d'd ) = o - LD
=bodAn x=xdrd t=Grg JO) =T
Konvergenzrate C
1(de)2 T 41
o fe—fay S0~ 2 dTAd L
fx) = f(x*) F(x) + 7bTA—1b
1(d'd)? 1(d'd)?
—1-—2dTAd 2 dTAd
f(x)+ bTA 1p %xTAx—bTx+%bTA‘1b
\—Y—)

1 1
ExTAA_le =5 (Ax)TA71(Ax)
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opimiering | ineare Konvergenz des Gradientenverfahrens

Konvergenzrate C

1(d"d)?
C_f@@—f@ﬂ_l_jcpMi_l_cﬂd. d'd
CfO-f Lgm -1y dTAd dTAd

e EigenwertevonA :0< A <A, << 4, (positivundreell)

e Eigenwertevon A71:0 < 1/,1n < 1/An_1 nS . 1//11

e Grosster Eigenwert .5 €iner reellen, symm. n X n-Matrix M:

x"Mx
= MmMax
Umax YR Ty

e Deshalb:

dT Ad d'A~1d
< 1/,1

A1
deSATU de - CSl_ //111_

An—al)z

° . <
Genauer: C < (/'ln+/11
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optimierung . Quadratische Konvergenz des Newton-Verfahren

Ziel: Die Sequenz x4, x,, ... konvergiert quadratisch gegen x~

Matrix-Norm ||M|| einer Matrix M
IM]| == max |[[Mx]|

x:||x||=1

o VM,M',x: [[Mx|| < [IM]| - lIx]l, [IM-M <Ml I[[Ml

Annahmen: Fir x, y nahe genug bei x* gilt ||[H(x) —H(Y)|| < L - ||lx — y||,
sowie ||H(x)_1|| < C fur Konstanten L,C > 0

Lemma:

1
Vi(z) —Vf(x) = j [H(x + t(z — x))](z — x)dt
0
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optimierung . Quadratische Konvergenz des Newton-Verfahren

Lemma:

1
Vf(z) — Vf(x) = j [H(x + t(z — )] (z - x)dt
0

Beweis:
e Definiere ¢(t) = Vf(x + t(z — x))

e Ableitung ¢'(t) = [H(x + t(z — x))](z —X)
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optimierung . Quadratische Konvergenz des Newton-Verfahren

Ziel: Die Sequenz x4, x,, ... konvergiert quadratisch gegen x~

Lemma:

1
Vf(z) — Vf(x) = j [H(x + t(z — )] (z - x)dt
0

x'—x*=x—Hx)™Vflx) —x*
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optimierung . Quadratische Konvergenz des Newton-Verfahren

Matrix-Norm ||M|| einer Matrix M
o VM,M',x: ||Mx|| < |IMIl-llx|l, IIM-M||<I|M]|-|M]|

Annahmen: Fir x, y nahe genug bei x* gilt ||[H(x) —H(y)|| < L - ||lx — y||,
sowie ||H(x)‘1|| < C fur Konstanten L,C = 0

1
x'—x* = H(x)‘lj [H(x + t(x* — x)) — H(x)](x* — x)dt
0

1
[lx" = x*|| < [1H )| f [H(x +t(x" = %) —H®)| - llx* — x [|dt
0
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optimerung  Gradientenverfahren vs. Newton-Verfahren

Gradientenverfahren Newton-Verfahren
e Llineare Konvergenz e (Quadratische Konvergenz
— Bendtigt i.A. deutlich mehr Schritte — konvergiert in wenigen Schritten
(vor allem, wenn die Hesse’sche Matrix (bei quadr. Problem in 1 Schritt)

schlecht konditioniert ist)

e 1. Ableitung nétig 1. & 2. Ableitung notig
e 1 Iterationsschritt: e 1 Iterationsschritt:
— Evaluation Gradient + line search — Evaluation Gradient + Hesse’sche Matrix
- mn-dim. lineares Gl.-system

e “Billige” Schritte, “schlechte” Konv. e “Teure” Schritte, “gute” Konvergenz
e Bessere Konvergenz: e Einfachere Iterationen:
Konjugierte Gradientenverfahren Quasi-Newton-Verfahren

© 2013 Thomas Brox, Fabian Kuhn

22



optimerung  Quasi-Newton-Verfahren

Newton-Verfahren + Line Search:

Xk+1 = X + dek' wobei dk = —H(xk)_lVf(xk)

Idee: Ersetze H(x;) ™! durch eine Matrix Dy, welche einfacher berechnet
werden kann

Taylor-Approximation: Vf (x,+1) — Vf(x) = H(Xp+1) (Xps1 — Xi)

— ldee: D! sollte dies auch erfiillen...

Quasi-Newton Bedingung:

Dyi1 qx = Pk wobei Py = Xg41 — Xk, qr= Vf(xXg+1) — VF(xy)
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optimerung . Quasi-Newton-Verfahren

Quasi-Newton-Verfahren:
Xj+1 = X + Ty, dk, wobei dk = —Dka(xk)

- Ty wird typischerweise durch line search ermittelt

Quasi-Newton Bedingung:

Dyy1* Qx = Dk wobei px = Xg41 — Xk, Q= Vf(xps1) — VI (xx)

Berechnung von Dy, 1:

e Alte Matrix + Korrekturterm: Dy.,.1 = D;, + C;,

(Dx + C)qx =k = Cxqyx = Px — Diqx

e Zum Beispiel (¢ € [0,1] ist ein Parameter)

T Dgq'D D
pp__ 11 + ¢nvv',  wobeiv = P _ q,n=qTDq

C(p) =
¢ p'q q'Dq p'q 7
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optimerung  Quasi-Newton-Verfahren

Quasi-Newton-Verfahren:
Xiey1 = Xk — Tg - DV ()

Dyy1 = Dy + Cy, Crqrx = Pr — Diqy

e Parameter ¢ = 0 (Davidson-Fletcher-Powell, erstes Quasi-Newton-Verf.)
pp' Dqq'D

C(0) =
p'q q'Dq

e Parameter ¢ = 1 (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno)

_pp'[, a'Dq|l Dgp"+pq'D
C(1) =—=—|1+—|- -
pTq pTq pTq

e (Quasi-Newton-Verfahren konvergieren oft superlinear

e Fur quadratische Funktionen in n Schritten
— entspricht dann dem konjugierten Gradientenverfahren
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