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Zufallige Binare Suchbaume...

“Typischer” Fall:

e Falls die Schlussel in zufalliger Reihenfolge eingefiigt werden, hat
der Baum Tiefe O (logn)

e Operationen haben Laufzeit O (logn)

Problem:
o Zufallige Reihenfolge ist nicht unbedingt der typische Fall!
e Vorsortierte Werte kann genau so typisch sein

— Das ergibt einen sehr schlechten binaren Suchbaum

Idee:
e Konnen wir zufallige Reihenfolge erzwingen?

e Schlissel werden in beliebiger Reihenfolge eingefligt, aber
Struktur soll immer wie bei zufalliger Reihenfolge sein!
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Heap

Heap (Min-Heap) Eigenschaft:
e Gegeben ein Baum, jeder Knoten einen Schllssel

 Ein Baum hat die Min-Heap Eigenschaft, falls in jedem Teilbaum,
die Wurzel den kleinsten Schlissel hat

e Heaps sind auch die “richtige” Datenstruktur, um
Prioritatswarteschlangen zu implementieren

— werden wir noch behandeln
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Kombination Binary Search Tree / Heap

Annahme:

e Jedes Element hat zwei eindeutige Schlissel keyl und key2
Ziel:

e Binarer Suchbaum bezlglich key1

 Einfugen in Reihenfolge, welche durch key2 gegeben ist

Beispiel: (1,4),(2,7),(3,1),(4,10), (5,3),(6,8),(7,9),(8,2),(9,6), (10,5)
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Treap: Kombination BST / Heap

Annahme:

e Jedes Element hat zwei eindeutige Schlissel keyl und key2

Treap:
e Binarer Suchbaum bezlglich key1
e Min-Heap bezuglich key2

e Entspricht bin. Suchbaum der Schlissel key1, in welchen die
Schlissel in der durch key2 geg. Reihenfolge eingefligt wurden

Ziel:

e Zujedem Primarschlissel (key1) wird zusatzlich ein zufalliger
Schlissel key2 € [0,1] bestimmt

e Stelle bei jedem insert / delete sicher, dass der Baum ein Treap
beuglich der Schlussel key1 und key?2 ist!

e Enspricht bin. Suchbaum mit zufalliger Einfligereihenfolge
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Treap: Einfugen und Loschen

e Einfuigen und Loschen funktioniert erstmal gleich, wie bei einem
normalen binaren Suchbaum

e Allerdings kann dann allenfalls die Min-Heap-Eigenschaft bezuglich
key2 nicht mehr erfullt sein

e Beispiel: insert(0,0.35), delete(7)
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Sentinel

Um den Code zu vereinfachen...

Sentinel-Knoten: NIL

e Ersetzt alle NULL-Pointer

e NIL. keyl ist nicht definiert (wird nie gesetzt oder gelesen)
e NiLkey2 =-1.0 (und damit immer kleiner als alle anderen)

— wird nie verandert

e NIL.left, NiL.right, NIL.parent kdnnen beliebig gesetzt sein

— Wir mussen darau achten, dass sie nie ausgelesen werden
— Wenn es den Code vereinfacht, kann man NIL.parent, ... neu setzen
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Rotationen

e Rechtsrotation

@ 4,0.19
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Rotationen

 Linksrotation
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Rechtsrotation

right-rotate(u,v):
u.left = v.right
u.left.parent = u

if u == root then
root = v
else

if u = u.parent.left then

u.parent.left

else

u.parent.right
v.parent = u.parent

v.right = u
u.parent = v
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Linksrotation

left-rotate(u,v):

u.right = v.left

u.right.parent = u

if u == root then
root = v

else

if u = u.parent.left then

u.parent.left
else
u.parent.right
v.parent = u.parent
v.left = u

u.parent Y,
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Korrektheit: Rotationen

Lemma: Rotationen erhalten die “Bin. Search Tree”-Eigenschaft
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Treap: Einfigen

e Beispiel: insert(0,0.15)
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Treap: Einfugen

Ziel: Flge Schlussel x ein
1. Bestimme zufalligen zweiten Schlissel y
2. Fige (x,y) wie Ublich in den bin. Suchbaum (bez. x) ein

3. Annahme:
Knoten mit Schlussel x heisst v, u = v.parent

while v.key2 < u.key2 do
if v == u.left then
right-rotate(u,v)
else
left-rotate(u,v)
u = v.parent
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Treap insert(x)

// assumption: treap is not empty
v = root; y = random(0,1) w.keyl

while v != NIL and v.keyl != x do / /" V2
if v.keyl > v.x then W.parent
e ' w.left ,w.right
if v.left == NIL then /

w = new TreeNode(x,y,V,NIL,NIL); v.left = w

v = v.left
else
if v.right == NIL then
w = new TreeNode(x,y,V,NIL,NIL); v.right = w
v = v.right

// v now is the node with v.keyl == x
u = v.parent
while v.key2 < u.key2 do
if v == u.left then
right-rotate(u,v)
else
left-rotate(u,v)
u = v.parent
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Treap: Einflgen, Korrektheit

Lemma: Der Treap ist zu jeder Zeit wahrend dem Einfligen von x
ein korrekter binarer Suchbaum bezlgl. key1

Beweis:

e Der neue Knoten wird am Anfang wie bisher eingefiigt

— da, wo man bei der Suche nach x auf NIL trifft

e Rotationen erhalten die BST-Eigenschaft
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Treap: Terminierung

Annahme: Nach dem Einflligen von x ist der Schlissel x im
Knoten v gespeichert und der Pfad von der Wurzel zu v ist:

root = Uq, Uy, ..., Uy, U

Lemma: Nach i < k Rotationen ist der Pfad von der Wurzel zu v
root = Uq, Uy, e, Up—_j, U

Beweis: Per Induktion (firallei = 0, ..., k)
e Verankerungi =0
* Induktionsschritt: \

Korollar: Alg. terminiert nach < k Rotationen
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Treap: Heap-Eigenschaft

Lemma: Nach i < k Rotationen:
1) Pfad von der Wurzel zu v: root = uq, Uy, ..., Up_;, U
2) Teilbaume aller Knoten w # uy, ..., u,_; erfillen Heap-Eigenschaft

3) Firalle Knotenuy, j € {1, ...,k — i} und alle Knoten w # v im
Teilbaum von y; gilt: u;.key2 < w.key2

Beweis: Induktion (fur allei = 0, ..., k)
e Verankerung:
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Treap: Heap-Eigenschaft

Lemma: Nach i < k Rotationen:

1) Pfad von der Wurzel zu v: root = uq, Uy, .., Ug—;, V

2) Teilbaume aller Knoten w # uy, ..., u,_; erfillen Heap-Eigenschaft

3) Firu;,j€{l,..,k—i}undw # vim Teilbaum von u; gilt: u;.key2 < w.key2

Beweis: Induktion (firallei = 0, ..., k)
* Induktionsschritt:

\v"vv"v
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Treap: Einfugen

Theorem: Beim Einfligen eines Schlissels bleibt die Treap-Eigenschaft
erhalten. Laufzeit des Einfligens: O(Tiefe) des Baums

Korollar: Einfligen hat mit hoher Wahrscheinlichkeit Laufzeit O (log n).
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Treap: Loschen

Ziel: Losche Schlissel x

Gehe wie Ublich vor:

1. Suche Knoten v mit SchliUssel x

2. Falls v ein Blatt ist oder nur 1 Kind hat, l0sche v

3. Falls v zwei Kinder hat:

Fabian Kuhn

Finde Vorganger u von v (grosster Schlissel im linken Teilbaum)
e alternativ: finde Nachfolger...

v.keyl = u.keyl; v.key2 = u.key?2

Dieser Schritt kann die Min-Heap Eigenschaft beziigl. key2 verletzen!
Losche Knoten u (u hat hochstens 1 Kind)

Falls n6tig, stelle Min-Heap Eigenschaft mit Hilfe von Rotationen wieder her
Mit jeder Rotation wandert der “Fehler” weiter von der Wurzel weg

Anzahl Rotationen < Tiefe des Baums (nach dem Loschen)

Details: Ubungsaufgabe
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Treap: Eigenschaften

e Zwei Schlissel key1 und key2
— key1 ist der normale Schliissel fur die Dictionary-Operationen
— key2 ist ein zufalliger Schliissel, um den Baum balanciert zu halten

 Immer ein bin. Suchbaum bez. key1 und ein Min-Heap bez. key2

Solange key2 unabhangig von allen insert/delete-Operationen gewahlt
wird, hat der Baum immer die Struktur eines binaren Suchbaums mit
zufalliger Einfugereihenfolge.

* Mit hoher Wahrscheinlichkeit: Tiefe € O(logn)

Die Operationen find, insert, delete, min, max, succ, pred haben alle
Laufzeit O(logn)

e Wie man das auch deterministisch garantieren kann, werden
wir als nachstes sehen...
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Rot-Schwarz-Baume

Ziel: Binare Suchbaume, welche immer balanciert sind
e balanciert, intuitiv: in jedem Teilbaum, links & rechts = gleich gross
 balanciert, formal: Teilbaum mit k Knoten hat Tiefe O(log k)

Rot-Schwarz-Baume sind binare Suchbaume, fuer welche
1) Alle Knoten sind rot oder schwarz

2) Wourzel ist schwarz

3) Blatter (= NIL-Knoten) sind schwarz

4) Rote Knoten haben zwei schwarze Kinder

5) Von jedem Knoten v aus, haben alle (direkten) Pfade zu Blattern
(NIL) im Teilbaum von v die gleiche Anzahl schwarze Knoten
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Rot-Schwarz-Baume: Beispiel

(13 (21 31 (52

(10, 17) (19) (24) (29) (a0) O
@ NIL | NIL @ NIL @ NIL § NIL § NIL @ @
NIL § NIL NIL @ NIL NIL @ NIL § NIL @ NIL
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Sentinel

Wie bei den Treaps, um den Code zu vereinfachen...

Sentinel-Knoten: NIL

e Ersetzt alle NULL-Pointer

e NIL.key ist nicht definiert (wird nie gesetzt oder gelesen)
e NiIL.color = black

— Als Blatter des Baumes verstehen wir die NIL-Knoten (sind alle schwarz)

— reprasentiert alle Blatter des Baumes

e NIL.left, NiL.right, NIL.parent kdnnen beliebig gesetzt sein
— Wir mussen darau achten, dass sie nie ausgelesen werden
— Wenn es den Code vereinfacht, kann man NIL.parent, ... neu setzen
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Rot-Schwarz-Baume: Sentinel




Rot-Schwarz-Baume: Reprasentation
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Tiefe / Schwarz-Tiefe

Definition: Die Tiefe (T) eines Knoten v ist die maximale Lange eines
direkten Pfades von v zu einem Blatt (NIL).

Definition: Die Schwarz-Tiefe (ST) eines Knoten v ist die Anzahl schwarzer
Knoten auf jedem direkten Pfad von v zu einem Blatt (NIL)

 Der Knoten v wird dabei nicht gezahlt, das Blatt (NIL, falls # v) jedoch schon!
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