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Rot-Schwarz-Baume

Ziel: Binare Suchbaume, welche immer balanciert sind

* balanciert, intuitiv: in jedem Teilbaum, links & rechts = gleich gross

* balanciert, formal: Teilbaum mit k Knoten hat Tiefe O(log k)
T

Rot-Schwarz-Baume sind binare Suchbaume, fir die gilt:

1) Alle Knoten sind rot oder schwarz o
2) Wurzel ist sch_warz/SelJLu_l (V1)

3) Blatter (= NIL-Knoten) sind schwarz

4) Rote Knoten haben zwei schwarze Kinder Ve ML

5) Von jedem Knoten v aus, haben alle (direkten) Pfade zu Blattern
(NIL) im Teilbaum von v die gleiche Anzahl schwarze Knoten
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Tiefe / Schwarz-Tiefe

Definition: Die Tiefe (T) eines Knoten v ist die maximale Lange eines
direkten Pfades von v zu einem Blatt (NIL).

Definition: Die Schwarz-Tiefe (ST) eines Knoten v ist die Anzahl schwarzer
Knoten auf jedem direkten Pfad von v zu einem Blatt (NIL)

* Der Knoten v wird dabei nicht gezahlt, das Blatt (NIL, falls # v) jedoch schon!

26)
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Tiefe eins Rot-Schwarz-Baumes

Theorem: -
Die Tiefe eines Rot-Schwarz-Baumes ist[S 2 logz(nﬂ

Beweis:

* Anzahlinnerer Knoten : n (alle ausser den NIL-Knoten)

* Lemma: ST(w)

- |

/N

Z&gztuo

n > ZST(root) —1 \ Z

———

ST 3 TW)/2
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Rot-Schwarz-Baume: Einfligen

insert(x):
1. Einflgen wie Ublich, neu eingefligter Knoten ist rot
1
I<eycO OPpaPent left right
if root == NIL then l l / /// :
root = new Node(x,red,NIL,NIL,NIL) (// }E
else /\\
vV = root; D

while v != NIL and v.keyl != x do
if v.keyl > v.x then

if v.left == NIL then
w = new Node(x,red,v,NIL,NIL); v.left = w
v = v.left
else
if v.right == NIL then
w = new Node(x,red,v,NIL,NIL); v.right = w
v = v.right
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Rot-Schwarz-Baume: Einfligen

t-Schwarz-Baum Bedingungen nach dem Einfligen

@ lle Knoten sind rot oder schwarz P
@ ie Wurzel ist schwarz /O\

(8) Die Blatter (NIL) sind schwarz & b
(T. /Rote Knoten haben zwei schwarze Kinder & 2 sz

@Von jedem Knoten v haben alle direkten Pfade zu Blattern gleich
viele schwarze Knoten

* Falls v (eingefugter Knoten) nicht die Wurzel ist oder v. parent
schwarz ist, sind alle Bedingungen erfullt

* Falls v die Wurzel ist, kann man v einfach schwarz einfugen

* Falls v. parent rot ist, missen wir den Baum anpassen
— 5o, dass 1, 3 und 5 immer erfullt sind

— dabei kann die Wurzel auch rot werden...
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Erinnerung: Rotationen

u v
| v /()
Rechtsrotation: é u
/ vy vy
| 4 A | VII A V’I A V’l A |
v u
o O\
Linksrotation:
v v v oy
v ¥ \ T
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Rot-Schwarz-Baume: Einfligen

Baum anpassen nach dem Einfligen:

* Annahmen:
— vistrot,
— u = v.parentist rot (sonst sind wir fertig)
— v ist linkes Kind von u (anderer Fall symmetrisch)
— v’s Geschwisterknoten w (rechtes Kind von u) ist schwarz
— Alle roten Knoten ausser u haben 2 schwarze Kinder

* Fallunterscheidung anhand von Farbe von q (Geschwister von u)
und anhand von u = p.left oder u = p.right
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Rot-Schwarz-Baume: Einfligen

Fall 1: Geschwisterknoten q von u ist schwarz

* Fallla: u = p.left
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Rot-Schwarz-Baume: Einfligen

Fall 1: Geschwisterknoten q von u ist schwarz
* Fall1b: u = p.right

* Nach Rotation:
— symmetrisch zu Fall 1a
— U, v sind rot, Geschwister g is schwarz
— u ist rechtes Kind von v, v ist rechtes Kind von p

— Aulosen durch

left-rotate(p,v) und umfarben
Fabian Kuhn Informatik Il, SS 2016
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Rot-Schwarz-Baume: Einfligen

Fall 1: Geschwisterknoten q von u ist schwarz
* Fall1b: u = p.right

N
l 3. umfarben 1)
(@
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Rot-Schwarz-Baume: Einfligen

Fall 2: Geschwisterknoten q von u ist rot

v W

* Falls p.parent schwarz ist, sind wir fertig

— das ist auch der Fall, falls p == root (dann noch root. color := black)

e Sonst sind wir im gleichen Fall, wie am Anfang
— aber naher an der Wurzel!

Fabian Kuhn Informatik Il, SS 2016 12



Rot-Schwarz-Baume: Einfligen

1. Fuge neuen Schlissel normal ein

— Knotenfarbe des neuen Knoten ist rot

2. Solange man in Fall 2 ist, farbe um
— Fall 2: roter Knoten v mit rotem Parent-Knoten u

— Geschwisterknoten von u ist auch rot

3. Sobald nicht mehrin Fall 2
— Falls es ein Rot-Schwarz-Baum ist, sind wir fertig
— Falls die Wurzel rot ist, muss die Wurzel schwarz gefarbt werden

— Ansonsten ist man in Fall 1a oder 1b (oder symmetrisch) und kann mit Hilfe
von hochstens 2 Rotationen und Umfarben von 2 Knoten einen Rot-
Schwarz-Baum erhalten

* Laufzeit: O(Baumtiefe) = O (logn)

——
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Rot-Schwarz-Baume: Loschen

1. Finde wie Ublich einen Knoten v, welcher geldscht wird

e
— Knoten v hat hochstens ein Nicht-NIL-Kind!
A V)
. N\o—"
Fallunterscheidung (Farbe von v und v. parent) /
Annahme: v ist linkes Kind von u (sonst symmetrisch)

Fall 1: Knoten v ist rot

e Da v mind. 1 NIL-Kind haben muss und es ein Rot-Schwarz-Baum
ist, muss v 2 NIL-Kinder haben

/88

* v kann einfach geloscht werden 7
— Der Baum bleibt ein Rot-Schwarz-Baum
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Rot-Schwarz-Baume: Loschen

Fall 2: Knoten v ist schwarz
* Fall 2a: v hat ein (rotes) nicht-NIL-Kind w

: \
/ \ I6sche v, farbe w schwarz /
/
(pd 9

 Fall 2b: v hat nur NIL-Klnder

. Knoten u hat jetzt nach

u
| /& links nur noch
\ 1. Iﬁscheily) Schwarz-Tiefe 1 (statt 2)
= Wir miissen den Baum

anpassen
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Rot-Schwarz-Baume: Loschen

Problemfall:

* Knoten v hat nur NIL-Kinder

b e S8 )
1. 16sche v g 'L

- =
Wir korrigieren erstmal die
Schwarz-Tiefe, in dem wir

doppelt schwarz farben

u

e Ziel: Wir mochten das zusatzliche “Schwarz” den Baum
hochbringen bis wir es entweder bei einem roten Knoten abladen

kdnnen oder bis wir die Wurzel erreichen (und damit kein Problem
mehr haben).

* Fallunterscheidung: Farbe von w und der Kinder von w

— Beobachtung: w kann nicht NIL sein (wegen Schwarz-Tiefe)!

Fabian Kuhn Informatik Il, SS 2016



Rot-Schwarz-Baume: Loschen

Annahme:

* Doppelt schwarzer Knoten x

* Parent u hat beliebige Farbe (markiert als griin)

e x ist linkes Kind von u (rechtes Kind: symmetrisch)
* Geschwisterknoten von x (rechtes Kind von u) ist w
Fallunterscheidung:

* Fall A: wist schwarz, Fall B: w ist rot

% Fall Al u Fall A3
w
& W Rallaz (L Q Fall B
- ®
(b) a (b
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Rot-Schwarz-Baume: Loschen

Fall A.1: w ist schwarz, rechtes Kind von w ist rot
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Rot-Schwarz-Baume: Loschen

Fall A.2: w ist schwargz, |. Kind von w ist rot, r. Kind ist schwarz

Jetzt sind wir wieder in Fall A.1
(a Ubernimmt Rolle von w)

left-rotate(u, a) und umfarben
eliminiert “Doppelschwarz”
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Rot-Schwarz-Baume: Loschen

Fall A.3: w ist schwarz, beide Kinder von w sind schwarz

o)

B‘; N =
~ 1.umfirben / & =
@ W @ W

 Das zusatzliche “Schwarz” wandert eins nach oben

* Falls u rot ist, kann man u jetzt einfach schwarz farben

 Knoten u tubernimmt sonst die Rolle von x und kann wieder in
einem der Falle A.1, A.2, A.3 oder B (siehe nachste Folie) sein.

* Fall A.3 kann hochstens O (logn) oft vorkommen

— Falls u == root, kdnnen wir das zusatzliche “Schwarz” einfach entfernen

e Bei Fall A.1 und A.2 sind wir direkt fertig
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Rot-Schwarz-Baume: Loschen

Fall B: w ist rot

(W w,
O ’ 1. Ieft-rotate(u,w)> Q Q
@ O ® @

Jetzt sind wir in Fall A.1, A.2 oder A.3

* BeiA.1oder A.2 sind wirin O(1)
Zeitfertig

* Bei A.3 sind wirauchin O(1) Zeit
fertig, weil u jetzt rot ist!
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Rot-Schwarz-Baume: Loschen

1. Wie ublich
— Finde Knoten v mit mind. 1 NIL-Kind, welcher gel6scht werden kann
— vist evtl. Vorganger/Nachfolger von Knoten mit zu l6schendem Schlissel

2. Falls der geléschte Knoten v schwarz ist, muss man korrigieren

— Es hat einen schwarzen Knoten x mit zusatzlichem “Schwarz”

3. Mogliche Falle: A.1,A.2, A3, B
— Fall A.1: Mit 1 Rotation und Umfarben von O(1) Knoten fertig
— Fall A.2: Mit 1 Rotation und Umfarben von O(1) Knoten in Fall A.1

— Fall A.3: Falls x. parent rot ist, mit Umfarben von O(1) Knoten fertig,
falls x. parent schwarz ist, wandert zusatzliches “Schwarz”
Richtung Wurzel und man ist ist wiederin A.1, A.2, A.3 oder B

— FallB :1 Rotation und Umfarben von 0(1) Knoten gibt A.1, A.2 oder A.3,
Falls A.3, dann ist x. parent rot

* Laufzeit: O(Baumtiefe) = O (logn)

Fabian Kuhn Informatik I, SS 2016



AVL Baume

e Siehe z.B. Buch von Ottmann/Widmayer

N
A
 AVL Baume sind binare Suchbaume, bei welchem fir jeden

Knoten v gilt, dass

|IT(v.left) — T(v.right)| < 1

* Anstatt einer Farbe (rot/schwarz) merkt man sich die Tiefe jedes
Teilbaums

 Direkte Alternative zu Rot-Schwarz-Baumen

* AVL Baume haben auch immer Tiefe O(logn)
— Sogar mit etwas besserer Konstante als Rot-Schwarz-Baume
* AVL-Bedingung kann bei insert/delete jeweils mit O (logn)
Rotationen wieder hergestellt werden ——
* Vergleich zu Rot-Schwarzbaumen

— Suche ist in AVL Baumen etwas schneller
— Einfligen / Loschen ist in AVL Baumen etwas langsamer
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(a, b)-Baume

* Siehe z.B. Vorlesung vom letzten Jahr

* Parametera = 2undb = 2a —1

* Elemente/Schlissel sind nur in den Blattern gespeichert

* Alle Blatter sind in der gleichen Tiefe B

* Falls die Wurzel kein Blatt ist, hat sie zwischen 2 und b Kinder
e Alle anderen inneren Knoten haben zwischen a und b Kinder

— Ein (a, b)-Baum ist also kein Binarbaum!

Ahnlich: B-Badume
 Da werden in den inneren Knoten Schliissel gespeichert
* Fir grosse a, b braucht man etwas mehr Speicher als bei BST

— Da man meistens gleich fur b Elemente Platz macht

e Dafur sind die Baume viel flacher
e Speziell gut z.B. fiir Dateisysteme (Zugriff sehr teuer)
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Weitere Alternativen

AA-Trees:
e ahnlich wie Rot-Schwarz-Baume (nur rechte Kinder kbnnen rot sein)

Splay Trees:
e Binare Suchbaum mit zusatzlichen guten Eigenschaften

— Elemente, auf welche kirzlich zugegriffen wurde, sind weiter oben
— Gut, falls mehrere Knoten den gleichen Schlissel haben konnen
— Allerdings nicht streng balanciert

Skip Lists:
* Verkettete Listen mit zusatzlichen Abktrzungen
— kein balancierter Suchbaum, hat aber ahnliche Eigenschaften

% E%

head
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Praktische Ubungsaufgabe

Programmieren eines Treaps:

* Wir stellen eine Binary Search Tree Implementierung zur
Verfiigung, welche Sie dann anpassen sollen

— Sie kdnnen entweder die Klasse erweitern oder einfach den gegebenen
Programmcode erganzen, um einen Treap zu erhalten

* Operationen: insert, delete, find (+ triviale Op.) 0

e Zusatzlich:
— avgDepth (gibt durchschnittliche Knotentiefe zurlck)

— BEFS_ range query (gibt alle Schlissel in einem Bereich [a,b] in BFS-
Reihenfolge aus)

O(Trele 4 HE W Renge [00) AN

\
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Graph

Graph G = (V,E):
& =
* Knotenmenge V und Kantenmenge E

Beispiele:
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Graph: Notation

Knotenmenge V, typischerweise n = \4

Kantenmenge E, typischerweise m := |E| _ [u v}
P e
* ungerichteter Graph: E c {{u, v}:u,vE V}
« gerichteter Graph: ECcVxV uwn w=—Y
Beispiele:

V= §1,2,54,55

e=9fu, b hss, a3, 13, [l C=)un,us), (), (3),
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Knotengrade

Graph G = (V, E) ungerichtet:
e Grad eines Knoten u € V: Anzahl Kanten (Nachbarn) von u

- de (u) = |{u, v} : {u, U} (S El O/OT
== N

%

* Eingangsgrad eines Knoten u € V: Anzahl eingehende Kanten

deg;,(u) == |(v,u) : (v,u) € E| u“/ 1 deg. (w)=)

7
°\p\\é 4es,. 41 2)

hog(u) =
Graph G = (V, E) gerichted: o) =7

* Ausgangsgrad eines Knoten u € V: Anzahl ausgehende Kanten
deg,,:(u) == |(u,v) : (u,v) € E|
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Pfade Q}l«e«ul\l ?(w[( Kuotaum e dar Lolow s A widid

. Zaa
Pfade in einem Graph G = (V, E) & —° Y
* Ein Pfadin G ist eine Folge uq, u,, ..., u; € V mit

— gerichteter Graph: (u;,u;41) € E firallei € {1, ...,k — 1}
— ungerichteter Graph: {u;, u;,,} € E furallei € {1, ...,k — 1}

Lange eines Pfades (z. T. auch Kosten eines Pfades)
 ohne Kantengewichte: Anzahl der Kanten
* mit Kantengewichten: Summe der Kantengewichte

Kiirzester Pfad (shortest path) zwischen Knoten u und v
 Pfad u, ..., v mit kleinster Lange
* Distanz d(u, v): Lange eines kiirzesten Pfades zwischen u und v

Durchmesser D := max d(u, v)
u,vev

* Lange des langsten kirzesten Pfades
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Beispiele: Pfade, Distanzen, Durchmesser
;,mw els4

Ungerichteter Graph

‘*
K

v%'“

hy

d’(‘a,v\"/

I’ \ J((u w=3

/
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Beispiele: Pfade, Distanzen, Durchmesser

Gerichteter Graph
—

S\'ar(c EUSGw AR YW( :

5 c(‘);l.l Lintu g1, Q‘nﬂ‘ o -\)QQQ,W\
T SQ&Q(M condsin Kual"”‘

N

% T

\
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