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Reprasentation von Graphen
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Graph-Traversierung

Graph-Traversierung (Graph-Exploration) informell

* Gegeben ein Graph G = (V, E) und ein Knoten s € V, besuche
“systematisch” alle Knoten, welche von s aus erreichbar sind.

* Das haben wir bereits bei den Binarbaumen gesehen
* Wie bei den Baumen gibt es zwei grundsatzliche Verfahren

* Breitensuche (BFS = breadth first search)

— zuerst “in die Breite” (nahere Knoten zu s zuerst)

* Tiefensuche (DFS = depth first search)

— zuerst “in die Tiefe” (besuche alles, was an einem Knoten u “dranhangt”,
bevor der nachste Nachbar von u besucht wird)

* Graph-Traversierung ist wichtig, da es oft als Subroutine auftaucht

— z.B., um die Zusammenhangskomponenten eines Graphen zu finden

— Wir werden einige Beispiele sehen...

Fabian Kuhn Informatik I, SS 2016



BFS Traversierung / BFS Baum: Pseudocode

* Wir merken uns zusatzlich die Distanz zu s im Baum

BFS-Tree(s):
Q = new Queue();
for all u in V: u.marked = false;
s.marked = true; Praw
s.parent = NULL;
s.d =0
Q.enqueue(s)
while not aempty() do
u = Q.dequeue()
visit(u) sdwan
for v in u.neighbors do
if not v.marked then

v.marked = true; Seo
v.parent = u;

v.d = u.d + 1;
Gfgnqueue(v)
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Analyse Breitensuche

In der Folge benennen wir die Knoten folgendermalien
* weille Knoten: Knoten, welche der Alg. noch nicht gesehen hat
* graue Knoten: markierte Knoten

— Knoten werden grau, wenn sie in die Warteschlange eingefligt werden

— Knoten sind grau, solange sie in der Warteschlange sind

e schwarze Knoten: besuchte Knoten

— Knoten werden schwarz, wenn sie aus der Warteschlange genommen
werden
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Analyse Breitensuche

Im BFS-Baum eines ungewichteten Graphen ist die Distanz von
jedem Knoten u zur Wurzel s gleich d;(s, u).

e Baumdistanz zur Wurzel: d+(s,u) = u.d
*  Wir mussen also zeigen, dass u.d = dg(s,u)

e Wir zeigen zuerst, dassu.d > dg(s,u) ewulok
fc(mf.\é r\‘a; M.o‘ < 0((;. (SI h)

Lemma: Annahme: Wahrend BFS-Traversal ist Zustand der Queue
Q = (vq,Vq, ..., ) (v;:head, v,: tail)
Danngiltv,.d < v,.d+ 1undv;..d < v;,;.d(firi=1,..,r—1)

V.,Vz/VSI"’ /V"
33 3 .39..--%
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Analyse Breitensuche

Im BFS-Baum eines ungewichteten Graphen ist die Distanz von
jedem Knoten u zur Wurzel s gleich dg(s,u). 3 0(’( (s,

* Widerspruchsbeweis:

— Annahme: v ist Knoten mit kleinstem d (s, v), fir welchen v.d > d;(s,v)

ANNanm i -
ém.

// v.d>d;(s,v) =ds(s,u)+1=ud+1

—

Betrachte dequeue von u
e v wird als ein Nachbar von u betrachtet

g * vistweiss=>v.d=u.d+1
S
§’— * vistschwarz=v.d <u.d
T B -
é\ u.d =dg(s,u) e visgrau = v ist in der Warteschlange
O —
& Lemma:v.d < u.d+1
Q . e
g de(s,v) =dgs(s,u) +1 st
< v} ¥ -- -
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Tiefensuche in allgemeinen Graphen

Grundidee Tiefensuche in G (Start bei Knoten s € V)
VM‘-&!« a((x WS

* Markiere Knoten v (am Anfangist v = 5) ymu

/

e Besuche die Nachbarn von v der Reihe nach rekursiv

* Nachdem alle Nachbarn besucht sind, besuihe s ok sdas
SAhwere

* rekursiv: Beim Besuchen der Nachbarn werden deren Nachbarn
besucht, und dabei deren Nachbarn, etc.

* Zyklen in G: Besuche jeweils nur Knoten, welche noch nicht
markiert sind

* entspricht der Postorder-Traversierung in Baumen

* Fall man gleich beim Markieren den Knoten besucht, entspricht es
der Preorder-Traversierung
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Tiefensuche: Pseusocode

DFS-Traversal(s):
for all u in V: u.color = white;
DFS-visit(s, NULL)

DFS-visit(u, p):
u.color =‘éray;
u.parent =pz;-
for all v in u.neighbors do
if v.color = white
DFS-visit(v, u)
visit node u;")

u.color = black;
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Tiefensuche: Beispiel
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Tiefensuche: Analyse

In der gleichen Art wie bei der Breitensuche, kann man auch bei der
Tiefensuche einen Spannbaum konstruieren

* Die Eigenschaften dieses DFS-Baums werden wir noch anschauen

Die Laufzeit der Tiefensuche (DFS-Traversierung) ist O(n + m).
* Wir farben die Knoten weil3, grau und schwarz wie vorher

— nicht markiert = weil3, markiert = grau, besucht = schwarz
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Zusammenhangskomponenten

Die Zusammenhangskomponenten (oder einfach Komponenten)
eines Graphen sind seine zusammenhangenden Teile.

Ziel: Finde alle Komponenten eines Graphen.
for u in V do

O )
if not u.marked then

start new component
explore with DFS/BFS starting at u

Die Zusammenhangskomponenten eines Graphen kdnnen in
O(n + m) Zeit identifiziert werden. (mit Hilfe von DFS oder BFS)
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DFS- “Klammer”-Theorem

Wir definieren fur jeden Knoten v die folgenden zwei Zeitpunkte

* t,4: Zeitpunkt, wenn v in der DFS-Suche grau gefarbt wird

—

* ty,,: Zeitpunkt, wenn v in der DFS-Suche schwarz gefarbt wird

T

Theorem: Im DFS-Baum ist ein Knoten v genau dann im Teilbaum
eines Knoten u, falls das Intervall [tm, tv,z] vollstandig im Intervall

[tu,l, tu’z] enthalten ist. Zudem sind zwei Intervalle entweder
disjunkt, oder das eine ist komplett im anderen enthalten.

+\;. tu, *u,z +\’ﬂ- [ [ ] ] [ ]

1 +z,| ti-_' {-9,! *s,z {.4,1 *1,1 +5.2 *z,;_ t",' {:‘I,Z +'.1
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DFS- “Klammer”-Theorem

Theorem: Im DFS-Baum ist ein Knoten v ist genau dann im Teilbaum
eines Knoten u, falls das Intervall [tv,p tv,z] vollstandig im Intervall

[tu,1: tu,z] enthalten ist. Zudem sind zwei Intervalle entweder
disjunkt, oder das eine ist komplett im anderen enthalten.

Beweis:

ﬂmue kuol—(.u (G ’l’usr(A;uyua()

S
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DFS- “Klammer”-Theorem

Theorem: Im DFS-Baum ist ein Knoten v ist genau dann im Teilbaum
eines Knoten u, falls das Intervall [tv,p tv,z] vollstandig im Intervall

[tu,l: tu,z] enthalten ist. Zudem sind zwei Intervalle entweder
disjunkt, oder das eine ist komplett im anderen enthalten.

Beweis: -
L/Y/]/]
tul < t\l,l 'é-l.,l tV.l tv'z t“cz
{ ~

I

Tall 1t <tug i [‘ T — R tu <t

/P v
1

\V2)

w& / VIRIPH LR S

v’
Tl 2. 'k\,‘?{m ‘— ) ‘, ]
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DFS- “Klammer”-Theorem

Theorem: Im DFS-Baum ist ein Knoten v ist genau dann im Teilbaum
eines Knoten u, falls das Intervall [tv,p tv,z] vollstandig im Intervall
[tu,1: tu’z] enthalten ist.

Implikationen

 Zwei Intervalle sind entweder disjunkt, oder das eine ist komplett
im anderen enthalten.

* Ein weisser Knoten v, welcher in der rekursiven Suche von u
entdeckt wird, wird schwarz, bevor die Rekursion zu u zurtickkehrt.

 Wieso “Klammer”-Theorem:
Wenn man bei jedem t,, ; eine 6ffnende Klammer und bei jedem
t, » eine schlieBende Klammer hinschreibt, bekommt man ein
Klammerausdruck, welcher korrekt geschachtelt ist.
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WeilRe Pfade

Theorem: In einem DFS-Baum ist ein Knoten v genau dann im
Teilbaum eines Knoten u, falls unmittelbar vor dem Markieren von u,
ein komplett weiRBer Pfad von u nach v besteht. 9§ 1

'&_Mr]z- “h

Beweis:
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Klassifizierung der Kanten (bei DFS-Suche)

Baumkanten: v
ee—————

* (u,v) ist eine Baumkante, falls v { /!
v von u aus entdeckt wird

Riuckwartskanten:

N

* (u,v) ist eine Ruckwartskante, falls
v ein Vorgangerknoten von u ist

Vorwartskanten:

* (u,v) ist eine Vorwartskante, falls
v ein Nachfolgerknoten von u ist

Querkanten:
* Alle Gbrigen Kanten
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Klassifizierung der Kanten (bei DFS-Suche)

Baumkante (u, v):
vg bc;%a.lai—wb vou (u,V)

l Kn”g v oweg — (Uv) EQ“MLG“R
N

Riickwartskante (u, v): /{j
b Ty vew (W) v&\

Ll v g — ) Qoduacblack

Vorwadrtskante (u, v): \,’:W;‘QCM)Q S \‘\,‘ 2 JQ.,.
Y} gJAWOI‘v[—

e ——

Querkante (u, v):

{}L[l]‘

\qfuu W, | VNVJ
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DES — Ungerichtete Graphen

Theorem: Bei einer DFS-Suche in ungerichteten Graphen ist jede
Kante entweder eine Baumkante oder eine Riuckwartskante.

\Ao -LM‘I <tv||
y / \ D} ek v u gus bk let
'ow \ wWelss = Baunt,aul.(
N
DFS -vetlW) Tiud uesd Vow vows bedeo
w wird srau ) CFM _ u&vz‘kb“k
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DFS — Gerichtete Graphen

Theorem: Ein gerichteter Graph hat genau dann keine Zyklen, fallses
bei der DFS-Suche keine Ruckwartskanten gibt.

M %&W.'Lauh (uv) — L?““S
S
ﬂ/o\' V
L S 0 "
L ] " v

(ﬁ‘_&‘fﬁl’.ia—“ : %,,qug — Q,CJ(erI-SLau\'(
M(Au ‘Lauu tn O(\Miv\) / erlu ,92'514414.‘0 kuol-&w
. (v) \II\ U 0 ‘(r, \\w\’\-~ anwm  \Fda«n
ST |y e
e T p sk [ [ ()
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Anwendung: Topologische Sortierung

Zyklenfreie, gerichtete Graphen:

* DAG: directed acyclic graph

 Modellieren z.B. zeitliche Abhangigkeiten von Aufgaben
. Belsplel Anziehen von Kleldungsstucken

' nehamd s il
2

*Unterhose > Hose
T mile > S socken

Topologische Sortierung:

e Sortiere die Knoten eines DAGs so, dass u vor v erscheint, falls ein
gerichteter Pfad von u nach v existiert

* Im Beispiel: Finde eine mogliche Anziehreihenfolge
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Topologische Sortierung: Etwas formaler...

Zyklenfreie, gerichtete Graphen:

* reprasentieren partielle Ordnungsrelationen

— asymmetrisch: a<b = =(b<a)
transitiv: a<bANb<c = a<c

— partielle Ordnung: nicht alle Paare muissen vergleichbar sein

* Beispiel: Teilmengenrelation bei Mengen

g, 113, 4% 1%, Jud, 138 1133 {23 {123 {138
g ey cildg cfuzsy i e fuic 1,233
Topologische Sortierung:

e Sortiere die Knoten eines DAGs so, dass u vor v erscheint, falls ein
gerichteter Pfad von u nach v existiert

* Erweitere eine partielle Ordnung zu einer totalen Ordnung

£ 985, 18, 138, 128, 118 18 1435
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Topologische Sortierung: Algorithmus

Fliihre DFS aus...

~

Beobachtung:
* Knoten ohne Nachfolger werden als erstes besucht (schwarz gef.)
 Besuchreihenfolge ist umgekehrte topologische Sortierung
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Topologische Sortierung: Algorithmus

Theorem: Umgekehrte “Visit”-Reihenfolge (schwarz farben) der
Knoten bei DFS-Traversierung ergibt topologische Sortierung
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