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Kurzeste Wege

Problem

* Gegeben: gewichteter Graph G = (V,E,w), Startknotens € V
— Wir bezeichnen Gewicht einer Ka?te (u,v) als w(u, v) B
— Annahme: Ve € E:w(e) =0

o Ziel: Finde kiirzeste Pfade / Distanzen von s zu allen Knoten
— Distanzvon s zu v: d;(s,v) (Lénge eines kirzesten Pfades)
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Dijkstas Algorithmus: Laufzeit

* Algorithmus-Implementierung ist fast identisch, wie diejenige
von Prims MST Algorithmus

* Anzahl Heap-Operationen:
create: 1, insert:n, deleteMin:n, decreaseKey: < m

* Laufzeit mit binaren Heaps:

O(mlogn)

* Laufzeit mit Fibonacci Heapsyﬁ: Kauben

\&/+ ?logn) l
e
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Negative Kantengewichte

e Kurzeste Pfade kdnnen auch in Graphen mit negativen
Kantengewichten definiert werden

Beispiel
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Negative Kantengewichte

Satz: In einem gerichteten, gewichteten Graphen G hat es genau dann
einen kirzesten Pfad von u nach v, falls es keinen negativen Kreis
gibt, welcher von u erreichbar ist und von welchem v erreichbar ist.

e gilt auch flr ungerichtete Graphen, falls Kanten {u, v} als 2

gerichtete Kanten (u, W Yetrachtet werden

Y
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Optimalitat von Teilpfaden

Lemma: Falls v, vy, ..., V) €in kurzester Pfad von v, nach vy, ist,
danngiltfiralle 0 < i < j < k, dass der Teilpfad v;, ;4 4, ..., Vj
ein kurzester Pfad von v; nach vj; ist.

* gilt auch bei negativen Kantengewichten...
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Bellman-Ford

* Betrachte alle Kanten (u, v) und versuche §(s, v) zu verbessern
— solange, bis alle Distanzen korrekt sind (Vv € V: 6(s,v) = d;(s,v))

for 1 = 1 toﬁn—li do . “,/Z'
for all (u,v) € E do o T~

if §(s,u) +w(u,v) <4(s,v) then

6(s,v) ==6(s,u) +w(u,v)

Nach i Wiederholungen ist 6(s, v) < d(Gi) (s,v), wobei dg) (s,v) die
Lange des klrzesten Pfades aus hochstens i Kanten bezeichnet.
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Bellman-Ford

Lemma: Falls der Graph keine negativen Kreise enthalt, sind am
Schluss alle Distanzen korrekt berechnet.
(n-1)

t(gju wza kr&sl — Oe (S,V)= d’G(S,V)
\6~_/
Vou S erta(cal T A
\4;“4@,“ uus GM! Q(\uea e

flade bes it ukaun
— ok | m&ylw(«uyn

\)V‘ g(S,Y\ = d;ﬁ |zs,v) - d oY)
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Negative Kreise erkennen

 Wir werden sehen: Falls es einen (von s erreichbaren) negativen
Kreis hat, dann gibt es flir irgendeine Kante eine Verbesserung.

3w, v) € E : 8(s,u) + w(,v) < 5(5,v)

Bellman-Ford Algorithmus

for 1 := 1 to n-1 do éaus es %st)‘? P(“&
for all (u,v) €E do Upm > A ? Q&
if 6(s,u) +w(u,v) < §(s,v) then 7)“” b o
L 6(s,v) =6(s,u) + w(u,v)

for all (w,v) €EE do

if 6(s,u) + w(u,v) < 6(s,v) then
return false

o —

return true

—
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Negative Kreise erkennen

Lemma: Falls G einen von s erreichbaren negativen Kreis enthalt,
dann gibt der BeIIman Ford Algorithmus false zurick.

5“"'\-’%" 0 k |¥

\,3 We ’Ztﬁs = ZW(V[--,\/;) < O
V V"' ) =

” w—\_—p.;l———?.
Wi (ﬁtﬁpm&}\oﬂ,wés
\he%l i‘ Ss,v. )+ W) 2 S(s,v)

Ak\uul .
o ‘25(5,\,‘.) < 2(8(@\1 D AWV, ‘)
58(5,\’ ) + éw(vlll Vv,
/' \r\—’ (4910@.:5'%1\ !

—_—
—

<O
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Klrzeste Pfade

Ein Shortest Path Tree kann in der Ublichen Art konstruiert werden:

Initialisierung:
e 6(s,5s) =0, furv+s:6(s,v) = NULL
* a(s) = s (Wurzel zeigt auf sich selbst), fir v # s : a(v) = NULL

In jedem Schleifendurchlauf:

v

if 6(s,u) + w(u,v) < 6(s,v) then /
6(s,v) =6(s,u) + w(u,v) 5 /\//

a(v) =u

* Am Schluss zeigt a(v) zum Parent in einem Shortest Path Tree
— falls es keine negativen Kreise hat...
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Bellman-Ford Alg.: Zusammenfassung

Theorem: Falls es einen von s erreichbaren negativen Kreis hat, wird
dieser vom Bellman-Ford Algorithmus erkennt. Falls kein solcher

negativer Kreis existiert, berechnet der Bellman-Ford Algorithmus in
Zeit O(|V| - |[E|) einen Shortest Path Tree.

et BN o

: gom

Dyl DX + Wl ey

Man kann den Algorithmus einfach so abandern, dass er fir alle v,

fur welche ein kurzester Pfad von s existiert, einen solchen Pfad
berechnet.
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Bellman-Ford Algorithmus: Beispiel
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Routing-Pfade in Netzwerken

Ziel: Optimale Routing-Pfade zu einer Destination ¢

* Von jedem Knoten aus wollen wir wissen, zu welchem Nachbar
einen Nachricht geschickt werden muss.

* Entspricht einem Shortest Path Tree, falls alle Kanten umgedreht
werden (transponierter Graph) ‘ /i

Algorithmus:

* Knoten merken sich aktuelle Distanz § (u, t) und den aktuell
besten Nachbar

* Alle Knoten schauen gleichzeitig (parallel), ob’s bei irgendeinem
Nachbar eine Verbesserung gibt R

J(u,v) €EE :w(u,v) + 6@) <&y, t)

* entspricht einer parallelen Version des Bellman-Ford Algorithmus
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Kirzeste Wege zw. allen Knotenpaaren

=

* all pairs shortest paths problem //\

S =>—

Berechne single-source shortest paths fur alle Knoten

* Dijkstras Algorithmus mit allen Knoten:

Laufzeit: n - O(Laufzeit Dijkstra) € O(mn + n?logn) € O)

— Problem: funktioniert nur bei nichtnegativen Kantengewichten

* Bellman-Ford Algorithmus mit allen Knoten:

Laufzeit: n - O(Laufzeit BF) € 0(mn?) € 0(n*)

—_— —_—
— Problem: langsam...
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Distanzen zw. allen Knotenpaaren

e Wir beschranken uns zur Einfachheit auf Distanzen

* Anstatt mit Adjazenzlisten werden wir dieses Mal mit der
Adjazenzmatrix arbeiten

L . . S(wv)
* Oder etwas genauer, mit einer Distanzmatrix
* Initialisierung: \I\)
l 2 3 4 <

| O -l o0 3 \

3 [0 | o 3 2

L{ o O (| 0O oo

¢\ e 0 -2 O/
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Distanzmatrix

Nach Initialisierung:
* Matrix W = L;: Distanzen, falls man nur Pfade bestehend aus < 1
Kante verwenden darf

Pfade aus < 2 Kanten?
e Ziel: Matrix L,: Distanzen durch Pfade aus < 2 Kanten

? - ' \<,'
k {,bo ) L'LL‘))) S L1("D rL )
o (k il ‘tcalk
o I
(’O:LU/D
‘ [_((,)) —kwm ?Ll( I3ERY ))g
¢l

—_—

Plade B Lo (blawka) | bekomuan ot
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Distanzmatrix

Pfade aus < t Kanten?
* Matrix L;: Distanzen, falls nur Pfade aus < t Kanten benutzt

werden dirfen

Rekursive Berechnung:

| ong <t
?(,w( (ﬂ-\f Y L{(‘/)) 4 L£"(z/") + L,U‘/.))

P/

\ 7 \ .
4\{w“ L_é(i/.)) — (Mkm ’ Le-.( ) & L.( Ll))%

9\

Ll O s < 4 Lody dawn L5 =L 35
(Lb(cmw Wor @:r lé=)>
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Distanzmatrix und Matrixmultiplikation

=1,

Berechnung von L, (aus L;_; und W):

[_ ('/')) blé‘céu 5L{"Ul|‘); L.(‘/i)z
e
(LH @ L'>(‘/.7)

Matrixmultiplikation von L;_4 und W:\ L‘ = LH . L,

) L. L
Lta= 2 L, G0, L, ) « )(l>

k-:/l
=

Definition: L; = L;_{ O W /

Matrixmultiplikation in der sogenannten Min-Plus-Algebra
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Distanzmatrix berechnen

Algorithmus zum Berechnen der Distanzmatrix

Li=W

for t:=2 ton-1.do L0 Lo
Le=Li_,OW L0 L, q

oder ausgeschrieben... l-“"’%“ : O(V')

L =W

for t:=2 ton—1 do +—
for i:==1 to n do «—
for j:=1 to n do<«—
Lt(lJ]) = Lt—1(i;j)
for k:=1 to n dos—
if L;_1(i,k) +W(k,j) < L:(i,j) then
Le(i,k) = Le_1(i, k) + W(k,j)
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Distanzmatrix schneller berechnen

* Matrixmultiplikation in der Min-Plus-Algebra hat die gleichen
Grundeigenschaften, wie die normale Matrixmultiplikation

‘A%ozaéwysz\?
* Insbesondere erfillt sie das Bistributivgesetz:

(Aolﬁ@c = Ao (BOQ)

* DahergiltL,,, =L, O L,
6(L,o--ok)
[_w/ = ((Lol)ol)ol) ) L O{ o) <_7:,

X wk,

* Unddamitauch L,y =L O Ly

op- ?(«lg wib ¢ U Kaubea beglelgen cans 2 0?1' V@ﬁh ot
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Distanzmatrix schneller berechnen

Algorithmus zum Berechnen der Distanzmatrix

l‘J::LA’/ L Lz L"( L& o
for t:=1 to [log,n] do |

L'=LQ0OL

L=1 “OW)

* Am Schluss gilt L = L,jiogy n1 = Ly ., (Z? u-1 LJ(= La-

* Laufzeit: O( V\3 %93 v\) Rl wacn Tadd ! O(wm-n) € Ol )
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Distanzen noch schneller berechnen?

* Ein anderer Ansatz, die Distanzen rekursiv zu verstehen...
* Annahme: Knoten sind von 1 bis n nummeriert ~ d.(43)=d (i)

___—>o-/7°)
Definition d; (i, j) ‘ /‘\ms 104t
e Lange des kiirzesten Pfades von i nachj, so dass aIs innere Knoten
nur die Knoten 1, ..., k verwendet werden.

Rekursive Definition von d (i, j)

* do(i,i) =0, do(i,j) =w(i,j)falls (i,j) € E, do(i,j) = oo sonst
:Ff_“_L lL tSt‘ \A\&\‘. lunidsef Kuol&u vm?

ke Ay = d.@3)
fF,M?i L«, tsk tuneres kuol(m Now ?

g b b AT TR

e Furk > 0: ]
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Distanzen noch schneller berechnen?

Definition d; (i, j)
* Lange des klrzesten Pfades von i nach j, so dass als innere Knoten
nur die Knoten 1, ..., k verwendet warden.

Rekursive Definition von d (i, j)
* dO(i) l) — 01 do(l,]) — W(l,]) falls (l)]) € El do(l,]) = 00 sonst

e Furk > 0:
d(i,j) =min{dy_1(i,j), dg_1(i, k) +dp_1(k,j)}

Wi Wt
waddt s luners \Lw‘rfM You ? I\s)f

Kok vom P ik
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Floyd-Warshall Algorithmus

// Initialization
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
if (i,j) € E then dy(i,j) =w(i,j) else dy(i,j) = oo

—

dO (l, l) =0

// Main Loop
for k:=1 to n do
for i:=1 to n do

for j:=1 to n do
d(i,j) = min{dk_l(i,j), dp_1(, k) + dk—l(k;j)}

p——

« Korrektheit folgt, da d¢(i,j) = d,,(i, j)

— ———

e Laufzeit: 0(n3)

e
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becks Matex -Myl] - A(a
tue Wt ot Ladaed On®*?)

* Esgibt schnellere Algorithm zum Multiplizieren von Matrizen
— Die Techniken kénnen zum Teil verwendet werden
— Allerdings nicht direkt

Schnellere Algorithmen

— Und insbesondere bei gewichteten Graphen nicht ohne zusatzliche Kosten

) Diestn
 Dunn besetzte Graphen W ¥

— Johnsons Algorithmus (Laufzeit 0(n? logn + mn))

— ldee: Falls die Kantengewichte nichtnegativ sind, kann man einfach n Mal
Dijkstra ausfihren

— Falls der Graph negative Kantengewichte hat, werden zuerst nichtnegative
Gewichte berechnet, welche die gleichen kiirzesten Pfade ergeben

— Das kann man in Zeit O(mn) tun

—
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Transitive Hulle

* Gegeben ein gerichteter Graph G = (V,E)

* Die transitive Hulle von G ist ein Graph H = (!,E’) fur welchen
gilt: -

(u,v) € E' & gerichteter Pfad von u nach vin G

« Kann genauso mit Floyd-Warshall in Zeit O(n3) berechnet warden

— Man kann etwas optimieren (da man nur eine 1/0-Antwort benotigt)
_—

* Hier kann man die Matrix-Multiplikationstechniken anwenden

— Beste bekannte Komplexitat: 0(n?38)
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