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Gegeben: Zus.-hängender, ungerichteter Graph 𝐺 = 𝑉, 𝐸,𝑤 mit
Kantengewichten 𝑤 ∶ 𝐸 → ℝ

Minimaler Spannbaum 𝑻 = 𝑽, 𝑬𝑻 :

• Spannbaum mit kleinstem Gesamtgewicht
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Minimaler Spannbaum
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Satz: Bei paarweise verschiedenen Kantengewichten ist der MST 
eindeutig.
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MST Eindeutigkeit
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Theorem: Sei 𝑆, 𝑉 ∖ 𝑆 ein Schnitt, so dass 𝐴 keine Schnittkanten
enthält und sei 𝑢, 𝑣 , 𝑢 ∈ 𝑆, 𝑣 ∈ 𝑉 ∖ 𝑆 eine leichte Schnittkante
bezüglich 𝑆, 𝑉 ∖ 𝑆 . Dann ist 𝑢, 𝑣 eine sichere Kante für 𝐴.
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Sichere Kanten
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• Wir müssen sicherstellen, dass 𝑒 eine sichere Kante für 𝐴 ist
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Kruskal’s MST-Algorithmus

𝐴 = ∅
while 𝐴 ist kein Spannbaum do

𝑒 = 𝑢, 𝑣 ist Kante mit kleinstem Gewicht,
so dass 𝐴 ∪ 𝑒 keinen Zyklus enthält
𝐴 = 𝐴 ∪ 𝑒
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Kruskals Algorithmus

1. 𝐴 = ∅

2. U = create new Union Find data structure

3. for all 𝑢 ∈ 𝑉 do

4. U.makeSet(𝑢)

5. Sort edges by weight (ascending)

6. for all 𝑒 = 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸 (in sorted order) do

7. 𝑆𝑢 = U.find(𝑢); 𝑆𝑣 = U.find(𝑣)

8. if 𝑆𝑢 ≠ 𝑆𝑣 then

9. 𝐴 = 𝐴 ∪ 𝑒

10. U.union(𝑆𝑢,𝑆𝑣)
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Kruskal mit Union-Find
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Laufzeit Kruskal

• Kanten sortieren: 𝑂 𝑚 ⋅ log 𝑛

• Union-Find-Operationen: 𝑂 𝑚 ⋅ 𝛼 𝑚, 𝑛

• Insgesamt: 𝑂 𝑚 ⋅ log 𝑛
– besser, falls Kantengewichte schneller sortiert werden können
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Kruskal: Laufzeitanalyse
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• Wir müssen sicherstellen, dass 𝑒 eine sichere Kante für 𝐴 ist
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Prims MST-Algorithmus

𝐴 = {𝑠}
while 𝐴 ist kein Spannbaum do

𝑒 = 𝑢, 𝑣 ist Kante mit kleinstem Gewicht,
so dass 𝑢 ∈ 𝐴 und 𝑣 ∉ 𝐴
𝐴 = 𝐴 ∪ 𝑒
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𝐻 = create(); 𝐴 = ∅

for all 𝑢 ∈ 𝑉 ∖ {𝑠} do

𝐻.insert(𝑢, ∞); 𝛼(𝑢) = NULL

𝐻.insert(𝑠, 0)

while 𝐻 is not empty do

𝑢 = H.deleteMin()

for all unmarked neighbors 𝑣 of 𝑢 do

if 𝑤 𝑢, 𝑣 < 𝑑(𝑣) then

𝐻.decreaseKey(𝑣, 𝑤 𝑢, 𝑣 )

𝛼 𝑣 = 𝑢

if 𝑢 ≠ 𝑠 then 𝐴 = 𝐴 ∪ 𝑢, 𝛼 𝑢
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Implementierung von Prims Algorithmus

Laufzeit: 𝑶(𝒏 ∙ 𝑻 insert + 𝑻 deleteMin +𝒎 ∙ 𝑻 decreaseKey )


