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Aufgabe 1: Eulersche und Hamiltonsche Kreise (10 Punkte)

Betrachten Sie im Folgenden einfache, ungerichtete, zusammenhéngende Graphen. Beweisen oder
widerlegen Sie.

a) Nach dem Satz von Euler kann ein 3-reguldrer Graph niemals Eulersch sein. Kann ein solcher
Graph dennoch Hamiltonsch sein? (1 Punkt)

b) Der Komplementgraph (siehe Ubungsblatt 2) eines Eulerschen Graphen ist ebenso Eulersch. (1 Punkt)

¢) Ein Graph ist Eulersch genau dann, wenn man seine Kantenmenge als disjunkte Vereinigung von
Kreisen schreiben kann (Sprich, E = C; U Cy U... wobei jedes C; die Kanten eines (einfachen)

Kreises enthélt). (8 Punkte)
d) Sei vg der Start/Endknoten eines Hamiltonschen Kreises C. Wenn es eine Kante e gibt die nicht
in C vorkommt, kann es keinen Eulerschen Kreis geben der bei vg beginnt. (1 Punkt)
e) Wenn G Eulersch ist, dann ist der Line-Graph L(G) Hamiltonsch. (2 Punkte)

f) Wir definieren den Abstand dist(u,v) zwischen zwei Knoten u und v als die Lénge eines kiirzesten
Pfades zwischen © und v. Der Durchmesser eines Graphen G ist definiert als

diam(G) = max dist(u,v) .
u,veV(Q)

Ist G Eulersch, so gilt diam(G) < n/2. (2 Punkte)
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a) Ja, ein 3-reguldrer Graph kann Hamiltonsch sein:

e
hed

b) Diese Aussage kann schon alleine deswegen nicht stimmen, weil der Komplementgraph eines zusam-
menhingenden Graphen selbst nicht mehr zusammenhingend sein muss. Beispielweise gilt fiir

G = ({u,v}, {{u,v}}), dass G = ({u,v},0).



)

Die Aussage ist richtig. Wir zeigen zuerst ”=". Wenn G Eulersch ist, bedeutet dies dass es einen
Kreis C gibt, der jede Kante genau einmal durchlauft. Dementsprechend gilt £ = C. Nun zu <:
Geben ist nun £ = C1UCLU---UC, fiir irgendein ganzzahliges & > 1, wobei jedes C; fiir einen
einfachen Kreis steht. Klar ist dass jeder Knoten im Graph Gy = (V,C}) entweder Grad 0 hat
(wenn die Kanten aus C}, diesen Knoten nicht beriihren) oder der Grad positiv und gerade ist (da
C} ein einfacher Kreis ist). Wenn man nun die Kanten eines weiteren Kreises zu G}, hinzufiigt,
bleibt diese Eigenschaft erhalten (da die Addition von geraden Zahlen wieder eine gerade Zahl
ergibt). Somit hat auch nach hinzufiigen der Kanten aller k Kreise jeder Knoten einen geraden
Grad. Da nach Voraussetzung E = C1UC5U---UC), hat jeder Knoten in G geraden Grad und
da wir annehmen dass G zusammenhéngend ist, existiert nach dem Satz von Fuler ein Eulerscher
Kreis.

Diese Aussage ist falsch: Als Gegenbeispiel dient der vollstdndige Graph K5. Nehmen wir uns
einen beliebigen Knoten als Startknoten vy her. Geht man von vy ausgehend alle Knoten im
Uhrzeigersinn durch, findet man einen Hamiltonschen Kreis der Lange 5, wobei nicht jede Kante
des Graphen darin vorkommt. Da jeder Knoten Grad 4 hat muss es aber einen Eulerkreis geben
und somit auch einen der bei vg beginnt.

Die Aussage stimmt. Wenn G Eulersch ist, existiert ein Kreis (vo, e1,v1, €2..., €m, vo) wobei e; # €;
fur ¢ # j. Fir L(G) = (Vi, EL) gilt dass V, = E und eine Kante {e, e’} € E, genau dann wenn
e# ¢ und eNe’ # (). Somit existiert in L(G) ein Pfad folgender Form, in welchem jeder Knoten
nur ein einziges mal vorkommt:

(617 {617 62}7 €9, {627 63}7 €3, .--s€m—1, {em—h em}7 em)

AuBlerdem wissen wir dass in G e,,, genauso wie e, inzident zu vy sind, was bedeutet {e,,,e1} € Ef,
liegt. Dementsprechend konnen wir obigen Pfad zu einem Kreis ergdnzen. Da die Anzahl der
Knoten |Vz| gerade m entspricht, besucht der Kreis jeden Knoten genau einmal (Ausnahme ist
natiirlich der Start/Endkoten der 2 mal vorkommt). (V, Er) ist somit Hamiltonsch.

Die Aussage ist falsch, betrachte dafiir folgenden Graph mit diam(G) = 4 und n = 7 Knoten. Es

gilt n/2 = 3.5 < 4 = diam(Q).

O ()
() ()

Anmerkung 1: Wenn man diese Konstruktion fortfithrt, d.h. immer drei Knoten hinzufiigt, sodass

sich der Durchmesser um 2 erhoht, so konvergiert der Durchmesser gegen %n

Anmerkung 2: Wiére ein Hamiltonscher Graph anstatt eines Eulerschen Graphen gegeben, wiirde
die Aussage stimmen. Die Beweisidee hierfiir ist folgende: Seinen w und v die beiden Knoten die
am weitesten im Graph voneinander entfernt liegen. Man kann u von v erreichen in dem man den
Hamiltonkreis ”ablduft”. In ungerichteten Graphen kann man diesen Kreis sowohl im Uhrzeigersinn
wie auch im Gegenuhrzeigersinn ablaufen. Da der gesamte Kreis die Lange n hat, muss der kiirzere
dieser beiden moglichen Pfade eine Lange von maximal n/2 haben. Da nach Definition « und v den
maximalen Abstand alle Knoten im Graphen haben ist deren Abstand gleich dem Durchmesser.



Aufgabe 2: Gerichtete Hamiltonkreise (2.5 Punkte)

Wir definieren Hamiltonkreise in gerichteten Graphen analog zum ungerichteten Fall: Sei G ein
gerichteter Graph. FEin (gerichteter) Kreis K in G heifit Hamiltonsch, falls K jeden Knoten genau
einmal beriihrt.

Sei HAMILTONKREIS das Problem zu entscheiden, ob ein gegebener ungerichteter Graph einen Hamil-
tonkreis hat und GERICHTETER HAMILTONKREIS das Problem zu entscheiden, ob ein gegebener
gerichteter Graph einen Hamiltonkreis hat. Zeigen Sie, dass das Problem HAMILTONKREIS NP-schwer
ist. Sie diirfen nutzen, dass das Problem GERICHTETER HAMILTONKREIS NP-schwer ist.
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Wir zeigen GERICHTETER HAMILTONKREIS <p HAMILTONKREIS, d.h. man kann GERICHTETER
HAMILTONKREIS polynomiell auf HAMILTONKREIS reduzieren. Sei dazu A ein polynomieller Algorith-
mus fiir HAMILTONKREIS. Ein polynomieller Algorithmus fiir GERICHTETER HAMILTONKREIS sieht
dann so aus: Gegeben ein gerichteter Graph G, definieren wir den Graphen G’ wie folgt. Fiir jeden
Knoten v fiigen wir zwei Knoten v;, und vy, sowie die Kanten {vj,,v} und {v, vy} hinzu. Jede
gerichtete Kante (u,v) in G ersetzen wir durch {uoyt, vin }. Dann lassen wir A auf G’ laufen.

Der Algorithmus hat Polynomialzeit, falls A Polynomialzeit hat und ist korrekt, da G einen gerichteten
Hamiltonkreis hat genau dann, wenn G’ einen ungerichteten Hamiltonkreis hat: Aus einem gerichteten
Hamiltonkreis in G ergibt sich ein ungerichteter Hamiltonkreis in G’, wenn man jeden Knoten v in
G durch die Knotenfolge vy, v, Vous ersetzt. Andersherum enthilt ein Hamiltonkreis in G’ alle “Mit-
telknoten” v und damit auch die Kanten {v;,v} und {v, vy}, und zwar unmittelbar hintereinander
(anders ist v nicht zu erreichen). Der Hamiltonkreis ist also eine Aneinanderreihung von Knotentripeln
Vin, U, Uout Oder Voue, v, vin. Aus der Konstruktion von G’ folgt, dass diese Tripel alle in einheitlicher
Reihenfolge durchlaufen werden miissen, d.h. auf einen out-Knoten folgt immer ein in-Knoten oder
umgekehrt. Ein solcher Hamiltonkreis entspricht aber einem gerichteten Hamiltonkreis in G, wenn
man ihn in der Reihenfolge v;,, v, vy durchléuft.

Aufgabe 3: Baume und Wilder (2.5 Punkte)

Geben Sie zu jedem der folgenden Graphen an ob es sich um einen Wald bzw. einen Baum oder nichts
von beidem handelt.

(a) Gy (b) G (c) Gs (d) G4 (e) Gs
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a) Wald

b

Hier existiert ein Kreis

d

Baum

Baum

)
)
¢) Baum (und somit auch ein Wald)
)
e)



Aufgabe 4: Tiefensuche (5 Punkte)

Gegeben sei folgender Graph

a) Fiihren Sie eine Tiefensuche auf dem Graphen mit Startknoten A aus. Falls Sie die Wahl zwischen
mehreren Knoten haben, wahlen Sie als Nachfolgeknoten jeweils den alphabetisch kleinsten. Geben

Sie d[v] und fv] fiir jeden Knoten v an. (2 Punkte)
b) Geben Sie alle Baumkanten (tree edges), Riickwértskanten (backward edges), Vorwértskanten (for-

ward edges) und Kreuzkanten (cross edges) an. (1 Punkt)
¢) Kann man im Allgemeinen aus der Discovery Time bzw. der Finishing Time eine topologische

Sortierung des Graphen berechnen? Wenn ja, wie wiirden Sie vorgehen? (2 Punkte)
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b) Baumkanten (tree edges): (A, B), (B, E), (E,C), (C,G), (A,D), (D, F)
Riickwértskanten (back edges): (C, A)
Vorwértskanten (forward edges): (E,G)
Kreuzkanten (cross edges): (F,C), (F,G)

»A"w@w»—lo&
o S
N

A
B
C
D
E
F
G

¢) Wir sortieren die Knoten absteigend nach der finishing time, d.h. o(u) < o(v) falls f[v] < f[u]. Wir
zeigen: Ist der Graph kreisfrei, so ist o eine topologische Sortierung. Sei (u,v) eine Kante im Graph.
Falls d[u] < d[v], so gilt d[u] < d[v] < f[v] < f[u]. Falls d[v] < d[u], soglltd[v] flv] < dlu] < flu],
da w nicht von v aus zu erreichen ist (Kreisfreiheit). In jedem Fall gilt f[v] < f[u] und daher

o(u) < o(v).



