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Gerichtete Graphen

Definition 2.1
Ein gerichteter Graph ist ein Tupel G = (V, R, o, w) mit
e VV = Ecken/Knotenmenge,
e R = Pfeil/Kantenmenge,
e VNR=10
e q,w: R—>V.

Jeder Kante wird durch « und w genau ein Start- bzw. Endknoten zugeordnet.
Der Graph G ist endlich wenn V und R endlich sind.

V(G) = Ecken/Knotenmenge von G
R(G) = Pfeil/lKantenmenge von G
= {(a(r),w(r)) | r € R}} (Multimenge)

Konvention: n = |V| und m = |R).
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e VV = Ecken/Knotenmenge,
e R = Pfeil/Kantenmenge,
e VNR=10
e q,w: R—>V.

Jeder Kante wird durch « und w genau ein Start- bzw. Endknoten zugeordnet.
Der Graph G ist endlich wenn V und R endlich sind.

V(G) = Ecken/Knotenmenge von G (v, u)
R(G) = Pfeil/Kantenmenge von G vo_ ouw
= {(a(r),w(r)) | r € R}} (Multimenge) (v, 1)

Konvention: n = |V| und m = |R).



Gerichtete Graphen — Beispiele

Endlicher Graph:
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Gerichtete Graphen — Beispiele

Endlicher Graph:

V1 71 (%)

T2

8 V4 U3

V = {v1,v2,v3,v4}

R ={r1,7r2,73,74,75,76}
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Gerichtete Graphen — Beispiele

Endlicher Graph:

a(ry) | w(r)
Ul frl U?
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Unendlicher Graph:
V(G) ={v; | i € N} vl 2 U3
O——™O0—O0—

R(G) = {(vi,vit1) | i € N}



Gerichtete Graphen — Schlingen, Parallelen

Definition 2.2
Sei G = (V, R, a,w) ein gerichteter Graph und r, ' € R.

Kante r € R hei3t Schlinge wenn «a(r) = w(r).

Graph G heif3t schlingenfrei wenn Vr € R : a(r) # w(r).

e Kanten r, 7’ heiBBen parallel wenn r # ', a(r) = a(r') und w(r) =
e Kanten r, ' heiBen antiparallel wenn r # 1/, a(r) = w(r’) und w(r

w(r’).
) = a(r).

Der Graph G heif3t einfach, wenn er keine Schlingen oder Parallelen enthalt.
(Antiparallelen durfen enthalten sein.)

Vereinfachte Notation flir Graphen ohne Parallelen:
G=(V,Rymit RCV x V,wobei (v,u) € R eine Kante von v nach u beschreibt.
Wenn v = u, dann ist (v, ) eine Schlinge.



Gerichtete Graphen — Inzidenz, Adjazenz

Definition 2.3

Sei G = (V, R, a,w) ein gerichteter Graph und v, u € V sowie r, ' € R.
Knoten v und Kante r hei3en inzident wenn «o(r) = v oder w(r) = v.
Kanten r, ' heiBen inzident, wenn {a(r),w(r)} N {a(r),w(r)} # 0.
Knoten v, u heiBen adjazent oder benachbart,

wenn r € R existiert, so dass r zu v und u inzident ist.

Beispiele Inzidenz:
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Definition 2.3
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Ist v zu sich selbst adjazent?
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Gerichtete Graphen — Inzidenz, Adjazenz

Definition 2.3

Sei G = (V, R, a,w) ein gerichteter Graph und v, u € V sowie r, ' € R.
Knoten v und Kante r hei3en inzident wenn «o(r) = v oder w(r) = v.
Kanten r, ' heiBen inzident, wenn {a(r),w(r)} N {a(r),w(r)} # 0.
Knoten v, u heiBen adjazent oder benachbart,

wenn r € R existiert, so dass r zu v und u inzident ist.

Beispiele Adjazenz:
T
O @ O
jal jal

Ist v zu sich selbst adjazent? Die Definition ist fehlerhaft!



Gerichtete Graphen — Inzidenz, Adjazenz

Definition 2.3 (korrigiert)

Sei G = (V, R, a,w) ein gerichteter Graph.

Knoten v € V und Kante r € R hei3en inzident wenn «(r) = v oder w(r) = v.
Kanten r, ' heiBen inzident, wenn {a(r),w(r)} N {a(r),w(r)} # 0.

Knoten v, u hei3en adjazent oder benachbart,

wenn 3r € R: {a(r),w(r)} = {v,u}.

Beispiele Adjazenz:
r
OO ©
nein! jal

Ist v zu sich selbst adjazent?



Gerichtete Graphen — Nachbarn, Grad

Definition 2.3 (Fortsetzung)

Sei G =

(V, R, a,w) ein gerichteter Graph. Fur v € V definieren wir:

. 6*(0 :={r € R| a(r) = v} — ausgehende Kanten

)
v) :={r € R | w(r) = v} — eingehende Kanten
(v) :== {w(r) | r € 6% (v)} — Nachfolgermenge
(v) :={a(r) | r € 65(v)} — Vorgédngermenge

d¢
+
Ng
Ng (v) =
N(v) = N*(v) UN~(v) — Nachbarn von v



Gerichtete Graphen — Nachbarn, Grad

Definition 2.3 (Fortsetzung)

Sei G = (V, R, o, w) ein gerichteter Graph. Flr v € V definieren wir:
. 5*(1)) :={r € R| a(r) = v} — ausgehende Kanten

) :={r € R|w(r) = v} — eingehende Kanten

L4 v

(v) :== {w(r) | r € 6% (v)} — Nachfolgermenge
(v) :={a(r) | r € 65(v)} — Vorgédngermenge
) = N*(v) U N~ (v) — Nachbarn von v i @ s

Beispiele: ::2)) @L@

5t (v) = {r1,r2, 73,74} und 67 (b) = 0

6~ (u) = {rs,r, 77} und 6= (c) = 0 N @ .
N*t(v) ={a,b,d,e} und N*(b) =0 7
N~ (u) ={a,c,e} und N=(c) =0

d¢ (
Nt
Ng
Ng
N(v

Das Subskript G wird gerne weggelassen!



Gerichtete Graphen — Nachbarn, Grad

Definition 2.3 (Fortsetzung)
Sei G = (V, R, o, w) ein gerichteter Graph. Flr v € V definieren wir:

e gh(v) = 55(71)‘ — AuBengrad von v

° g (v) = ‘55(1))‘ — Innengrad von v

e ga(v) = gt (v) + g5 (v) — Grad von v

o A(G) := maxyey g (v) — Maximalgrad von G

min,ey gg(v) — Minimalgrad von G



Gerichtete Graphen — Nachbarn, Grad

Definition 2.3 (Fortsetzung)
Sei G = (V, R, o, w) ein gerichteter Graph. Flr v € V definieren wir:

e gh(v) = )‘ — AuBengrad von v

e go(v) == ‘ )‘ — Innengrad von v @

e ga(v) = gt (v) + g5 (v) — Grad von v

o A(G) := maxyey g (v) — Maximalgrad von G

e S(G) := minyey ga(v) — Minimalgrad von G @

Beispiele' <:> ,

<>—4g<s>=1undg+<b>=o 0
g (u)=3,9g7(s)=1undg (c)=0 @

( Undg(a)zg() 2
.A( )=4und S(G) = 1



Gerichtete Graphen — Eigenschaften

Beobachtung

Fur jeden gerichteten Graph (V, R, a,w) gilt |R| = Z g Z g~ (v)
veV veV

Lemma 2.5

Jeder endliche gerichtete Graph (V, R, a,w) hat eine gerade Anzahl von Knoten
mit ungeradem Grad.
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Beobachtung
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Gerichtete Graphen — Eigenschaften

Beobachtung

Fur jeden gerichteten Graph (V, R, a,w) gilt |R| = Z g Z g~ (v)
veV veV

Lemma 2.5

Jeder endliche gerichtete Graph (V, R, a,w) hat eine gerade Anzahl von Knoten
mit ungeradem Grad.

Beweis.
Sei U C V die Menge der Knoten mit ungeradem Grad. Dann gilt:

2|R =) glv)= > g)+ Y g(v)

veV veV\U velU

> g+ (g(v) - 1)+ U]
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Gerichtete Graphen — Eigenschaften

Beobachtung

Fur jeden gerichteten Graph (V, R, a,w) gilt |R| = Z g Z g~ (v)
veV veV

Lemma 2.5

Jeder endliche gerichtete Graph (V, R, a,w) hat eine gerade Anzahl von Knoten
mit ungeradem Grad.

Beweis.
Sei U C V die Menge der Knoten mit ungeradem Grad. Dann gilt:

2|R =) glv)= > g)+ Y g(v)

gaéa/e veV veV\U velU
> g)+ > (g(v) = 1)+ |U]
veV\U vel

gerade gerade



Gerichtete Graphen — Isomorphie

10



Gerichtete Graphen — Isomorphie

Definition 2.4
Zwei gerichtete Graphen G = (V1, Ry, a1, w1) und Go = (Va, Ra, ag, ws) sind
isomorph, wenn es bijektive Abbildungen o : V; — Vo und 7 : Ry — R, gibt, mit
o Vr e Ry :ax(r(r)) =o(ai(r))
o Vr € Ry :wa(r(r)) = o(wi(r))

11
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Definition 2.4
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Gerichtete Graphen — Isomorphie
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Gerichtete Graphen — Isomorphie

Definition 2.4
Zwei gerichtete Graphen G = (V1, Ry, a1, w1) und Go = (Va, Ra, ag, ws) sind
isomorph, wenn es bijektive Abbildungen o : V; — Vo und 7 : Ry — R, gibt, mit
o Vr e Ry :ax(r(r)) =o(ai(r))
o Vr € Ry :wa(r(r)) = o(wi(r))

c O z
'8 e | o | T
a z 1 T9
b Y
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1 7o r7 c 3 7

11



Gerichtete Graphen — Teilgraph

Definition 2.6
Ein Graph G’ = (V', R', &/, w’) heif3t Teilgraph von G = (V, R, o, w)
(man schreibt G’ C G) wenn
o V' CV,
e R C Rund
e Vre R :d(r)=alr) N (r) = w(r).
G heif3t Obergraph von G'. Falls zusatzlich V' ¢ V oder R’ C R, dann ist G’ ein
echter Teilgraph von G und G ein echter Obergraph von G'.

12



Gerichtete Graphen — Teilgraph

Definition 2.6
Ein Graph G’ = (V', R', &/, w’) heif3t Teilgraph von G = (V, R, o, w)
(man schreibt G’ C G) wenn
e V' CV,
e R C Rund
e Vre R :d(r)=alr) N (r) = w(r).
G heif3t Obergraph von G'. Falls zusatzlich V' ¢ V oder R’ C R, dann ist G’ ein
echter Teilgraph von G und G ein echter Obergraph von G’.
Beobachtung 1
C ist eine partielle Ordnung, denn:
e Reflexivitéat: G C G (Jeder Graph ist ein Teilgraph von sich selbst)
e Antisymmetrie: wenn G’ C Gund G J G, dann G’ = G
e Transitivitdt: wenn G’ C G’ und G’ C G,dann G C G

12



Gerichtete Graphen — Subgraph, Partialgraph

Definition 2.7
Sei G = (V, R,a,w) ein ger. Graph und G’ = (V', R', &/, ") C G ein Teilgraph.

e G’ heiBt Subgraphwenn V' CVund R ' ={re R|a(r) e V' A w(r)eV'}
e G’ heil3t Partialgraph wenn V' =V und R' C R

Far V! C V bezeichnet G[V'] den induzierten Subgraph mit V(G[V']) = V'.
Fur R’ C R bezeichnet G den induzierten Partialgraph mit R(Gr/) = R’

Sn

Graph G Teilgraph Subgraph Partialgraph
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Gerichtete Graphen — Subgraph, Partialgraph

Definition 2.7
Sei G = (V, R,a,w) ein ger. Graph und G’ = (V', R', &/, ") C G ein Teilgraph.

e G’ heiBt Subgraphwenn V' CVund R ' ={re R|a(r) e V' A w(r)eV'}
e G’ heil3t Partialgraph wenn V' =V und R' C R

Far V! C V bezeichnet G[V'] den induzierten Subgraph mit V(G[V']) = V'.
Fur R’ C R bezeichnet G den induzierten Partialgraph mit R(Gr/) = R’

O R VA v
QXJ) O o/ O/ @
Graph G Teilgraph Subgraph Partialgraph

Kurzschreibweisen (praktisch fur Beweise per Induktion):
o G—v:=GV(G)\{v}]

e G—1r:=( r
R(G)\{r} 13



