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Wege

Definition 3.1
Ein Weg/Pfad in einem Graph G ist eine endlich Folge
P = (vy,m1,01,72,V2,...,7%,vk) Mit & > 0 und

® Vg, V1,...,V € V(G)
e r1,72,...,7k € R(G)
e Vi€ {1,2,...,k} : 04(7‘1‘) :Uz'—l/\w(ﬂ') =
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Definition 3.1
Ein Weg/Pfad in einem Graph G ist eine endlich Folge
P = (vy,m1,01,72,V2,...,7%,vk) Mit & > 0 und

® Vg, V1,...,V € V(G)
e r1,72,...,7k € R(G)
e Vi€ {1,2,...,k} : 05(7‘1‘) :Uz'—l/\w(ﬂ') =

bzw. eine endliche Folge
P = (1)0,61,1)1,62,1)2, .. .,ek,vk) mit £ > 0 und

° ’U(),’Ul,...,?}kEV(G)
° 61,62,...,6k€E(G)
o Vie{1,2,...,k} :v(e;) = {vi—1,v;}

P = (vo,71,v1,72
V2,73,V1,T4
UO7T57U2)



Wege — ungerichtet

Sei P = (v, r1,v1,...,7%, vk) bZW. P = (vg, e1,v1,. .., €k, V)

Definition 3.1 (Forsetzung)

Startknoten a(P) = vy

Endknoten w(P) = vy,

Ldnge |P| = k ist die Anzahl der Kanten in P
Spur s(P) = (vo,v1,...,Vk)

P heif3t Kreis wenn «(P) = w(P) und |P| > 1.

Wir sagen:
e P verbindet vy mit vy,
e P bertihrt v, mit0 < < k.



Einfache und Elementare Wege

Sei P = (v, r1,v1,...,7%, vk) bZW. P = (vg, e1,v1,. .., €k, V)

Definition 3.1 (Fortsetzung)

Weg P heif3t einfach wenn r; # r; bzw. e; # e; fur alle i # j.

Weg P heil3t elementar wenn er einfach ist und keinen Knoten mehrmals berthrt
Beobachtung

(Ausnahme: a(P) = w(P)). :

Fur jeden elementaren Weg P gilt |P| < |V(G).

Falls P kein Kreis ist, dann gilt sogar |P| < [V(G)| — 1. (v1,71, 02,72,
U3, 7/‘3,1}1)



Wege — Komposition

Definition

Seien P und P’ zwei Wege mit
o P= ('U(),T’l,’l)l, s ,Tk,’l)k)
o P\ = (vf,r, v, ... T, V)

e w(P)=a(P)
Dann bezeichnet P o P’ die Komposition von P und P'.

/. o ro
PoP = (00,71, TkyVk = Vs Ty« Tht, Uhst)
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Definition

Seien P und P’ zwei Wege mit
o P= ('U(),T’l,’l)l, s ,Tk,’l)k)
o P\ = (vf,r, v, ... T, V)
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Existenz von Kreisen

Lemma 3.3
Sei G ein gerichteter endlicher Graph mit g*(v) > 1 fur alle v € V(G).
Dann existiert ein elementarer Kreis.

Falls G einfach ist und 3¢ > 1Vv € V(G) : gt (v) > g,
dann existiert ein elementarer Kreis der Lange > g + 1.



Existenz von Kreisen

Lemma 3.3
Sei G ein gerichteter endlicher Graph mit g*(v) > 1 fur alle v € V(G).
Dann existiert ein elementarer Kreis.

Falls G einfach ist und 3¢ > 1Vv € V(G) : gt (v) > g,
dann existiert ein elementarer Kreis der Lange > g + 1.

Erste Aussage ist Folgerung von zweiter:
e Entferne Schlingen und Parallelen um den Graphen einfach zu machen.
e Wende zweite Aussage an, erste Aussage folgt.



Existenz von Kreisen

Lemma 3.3
Sei G ein gerichteter endlicher Graph mit g*(v) > 1 fur alle v € V(G).
Dann existiert ein elementarer Kreis.

Falls G einfach ist und 3¢ > 1Vv € V(G) : gt (v) > g,
dann existiert ein elementarer Kreis der Lange > g + 1.

Erste Aussage ist Folgerung von zweiter:
e Entferne Schlingen und Parallelen um den Graphen einfach zu machen.
e Wende zweite Aussage an, erste Aussage folgt.

Wir beweisen nur den zweiten Teil.



Existenz von Kreisen

Beweis.

Sei P = (vg,r1,v1,...,7%, v) €in ldngster elementarer Weg (aber kein Kreis!).
Es gehen g™ (v;) > g Pfeile von vy, aus.

Diese gehen zu Knoten, welche der Pfad schon berGhrt (vg, vy, ... vx_1),

da sonst ein langerer elementarer Pfad existiert (Widerspruch zur Annahme).
Damit muss k > g gelten, da G einfach ist.

P: vg —s v] —> V9 —» VU3 —» Vg4 —» U5 — Ui

Wahle i minimal so dass v; = w(r) mitr € §+(vg).
Dannist P’ = (v;, 741, ..., Tk, V) © (v, 7, v;) €in Kreis.
Es gilt i < k — g und damit hat P’ die Ldnge k — i +1 > g + 1.
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Beweis.

Sei P = (vg,r1,v1,...,7%, v) €in ldngster elementarer Weg (aber kein Kreis!).
Es gehen g™ (v;) > g Pfeile von vy, aus.

Diese gehen zu Knoten, welche der Pfad schon berGhrt (vg, vy, ... vx_1),

da sonst ein langerer elementarer Pfad existiert (Widerspruch zur Annahme).
Damit muss k > g gelten, da G einfach ist.

N

P ’U04>U14>'U2H’U34>’U44>’U5S’Uk%+1
Wahle i minimal so dass v; = w(r) mitr € §+(vg).

Dannist P’ = (v;, 741, ..., Tk, V) © (v, 7, v;) €in Kreis.
Es gilt i < k — g und damit hat P’ die Ldnge k — i +1 > g + 1.



Kreisfreie Graphen

Kaffeetrinken '\

Schuhe anziehen

StraBenbahn fahren

Ein Baum Ein Prozessgraph




Kreisfreie Graphen

Definition 3.6
Ein Graph heif3t kreisfrei, wenn er keine einfachen Kreise enthélt.

Gerichtete kreisfreie Graphen werden auch DAG (Directed Acyclic Graph) genannt.

Definition 3.7
Sei G = (V, R, a,w) ein gerichteter Graph.
Eine topologische Sortierung von G ist eine bijektive Abbildung

o:V(G)—={1,2,...,n}
mit

Vre R:o(a(r)) <o(w(r)) .

Viele Graphen haben erlauben mehrere topologische Sortierungen.



Topologische Sortierung — Beispiel
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Topologische Sortierung

Satz 3.8
Ein gerichteter Graph ist genau dann kreisfrei, wenn er eine topologische
Sortierung besitzt.
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Satz 3.8
Ein gerichteter Graph ist genau dann kreisfrei, wenn er eine topologische
Sortierung besitzt.

Beweis, Teil 1.
=" Wenn G kreisfrei, dann existiert eine topologische Sortierung.
Wir verwenden vollstandige Induktion Uber n = |V|.

Fall n = 0: offensichtlich

Fall n > 0:
Sei v € V(G) mit g~ (v) = 0. Einen solchen Knoten gibt es, da G krelsfrel ist.
Sei ¢’ ein topologische Sortierung von G — v. o 6\
Dann ist o eine topologische Sortierung von G: ! ©< \
1 wenn u = v ' o)
o(u) = oL
{1 +0'(u) sonst a~v
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Topologische Sortierung

Satz 3.8
Ein gerichteter Graph ist genau dann kreisfrei, wenn er eine topologische
Sortierung besitzt.

Beweis, Teil 2.
“<” Wenn es eine topologische Sortierung gibt, dann ist der Graph kreisfrei.

Annahme:
Es gibt einen Kreis C = (vg, 71, v1, ..., 7k, V%), WOb€i v, = vo. Da es eine
topologische Sortierung o gib, muss gelten:

o(vg) <o(vy) <...<o(vg)
und damit
o(vg) < o(vg) = o(vg) .
Das ist ein Widerspruch. O
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Topologische Sortierung — Vorbereitung

Algorithmus 2.2 Berechnung aller Innengrade

Eingabe: gerichteter Graph G = (V, R)

foreach v € V do
inGrad[v] :=0

foreach v € V do
for each w € N*(v) do
inGrad|w] := inGradjw] + 1

return inGrad

> Iteriere durch ADJ[v]

Algorithmus 2.2 hat Laufzeit O(n + m).

13



Topologische Sortierung

Algorithmus 3.1

Eingabe: gerichteter Graph G = (V, R)

Idee: entferne Knoten mit Innengrad 0 aus G, bis G leer ist.

Berechne Hilfsarray inGrad mit Alg. 2.2
Ly :={v € V| inGrad[v] = 0}
fori=1,2,...,ndo
Wabhle beliebiges v € Lg
LO = Lo \ {’U}
o(v):=1
for each w € N*(v) do
inGrad[w] := inGrad[w] — 1
if inGrad[w] = 0 then
Lo:=LoU {w}

return o

14



Topologische Sortierung — Beispiel
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Topologische Sortierung

Satz 3.9
Algorithmus 3.1 berechnet eine topologische Sortierung in Laufzeit O(n + m).
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Topologische Sortierung

Satz 3.9
Algorithmus 3.1 berechnet eine topologische Sortierung in Laufzeit O(n + m).
Beweis.
Initialisierung:
o Laufzeit O(n+m) siehe Algo. 2.2

Innere for-each-Schleife:
o Laufzeit O(g™(v))
AuBere for-Schleife:
e Besucht jeden Knoten einmal
e Benutzt jede Kante einmal
e Laufzeit O(n +m)

O
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Topologische Sortierung

Satz 3.9
Algorithmus 3.1 berechnet eine topologische Sortierung in Laufzeit O(n + m).
Beweis.
Initialisierung:
o Laufzeit O(n+m) siehe Algo. 2.2

Innere for-each-Schleife:
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AuBere for-Schleife:
e Besucht jeden Knoten einmal
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Annahme: G liegt in Adjazenzlisten-Repréasentation vor
16



