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Fliisse und Stromungen

Kantengewichte geben Wassermenge in Liter pro Sekunde an.

Frage: Wie viel Wasser kann von der Quelle s zum Ziel ¢ flieBen?

Maximaler Fluss = Wie viel Wasser kann von der Quelle zur Senke flieBen?
Minimaler Schnitt = Kantenmenge mit minimalem Gewicht, so dass Graph zerfallt.

In diesem Beispiel: Maximale Fluss (5) = Minimaler Schnitt (5).
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Flisse und Stromungen — Begriffe

Im Folgenden:
e G = (V,R,a,w) ist endlicher gerichteter Graph
e Abbildung c: R — R* weist jeder Kante ein Kapazitat zu

e Abbildung f : R — R{ weist jeder Kante einen Flusswert zu

Der Flusstiberschuss in v ist

exzessp(v) = f(67(v)) — f(67(v))

mit
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(s,t)-Flusse

Definition 9.1
Seien s,t € V. Die Abbildung f heiBt (s, t)-Fluss wenn
Vo e V\ {s,t} : exzessy(v) =0 .
Der Knoten s hei3t Quelle und ¢ heil3t Senke.
Der Wert des Flusses ist definiert als
val(f) := exzessy(t) .
Der Fluss f heif3t zuldssig, falls

VreR: f(r) <e(r) .




(s, t)-Schnitte

Definition 9.3

Ein Schnitt (S, T) ist eine Partition von V,d.h. V = SUT.

Ein Schnitt (S,7") mit s € S und ¢t € T heif3t (s, t)-Schnitt.

Vorwiértsteil des Schnittes: §(S) =6 (T):={re R| a(r) € SAw(r) e T}
Rickwirtsteil des Schnittes: 6= (S) =67 (T) :=={re R|a(r) e T Aw(r) € S}

exzessp(T) == f(6~(T)) — f(67(T))
exzessy(S) == f(d~

(S)) — F(5+(5)) G%( : >
Beobachtung 57(S)

exzessy(T) = —exzessy(S)



(s, t)-Schnitte

Lemma 9.4
exzessy(T) = >, e exzess(v) bzw. exzessf(S) = >, cq exzessf(v).

Beweis.
Z exzess (v Z f( f(6t(v))
veT veT
:Z( > f - f(?"))
veT reé*(v) red*(v)
= Z f(r Z f(r = exzessf(T)
res—(T) rest(T)

Hinweis: Alle Kanten r mit «(r) € T'und w(r) € T tauchen in der Summe einmal
mit positivem und einmal mit negativem Vorzeichen auf.



(s, t)-Schnitte

Lemma 9.5
Fur alle (s, t)-Flisse f und (s, t)-Schnitte (S, T) gilt

val(f) = exzessy(t) = exzessy(T) = —exzessf(S) = —exzessy(s)

Beweis.
val(f) = exzessy(t)

= Z exzessy(v) (da exzess¢(v) = 0 far alle v # s, 1)
veT

= exzess(T)
= — exzessg(S)

= — Z exzessy(v)

= — exzessf(s) (da exzessy(v) = 0 far alle v # s, 1)



Schnitte vs. Flusse

Definition 9.6
Die Kapazitat eines Schnittes (S, T)) ist

(S

c(0F(9)) = > «clr) 67(9)
rest(S) C%( : )
Lemma 9.7

Fur alle zulédssigen (s, t)-Flisse und (s, t)-Schnitte (S, T) gilt
val(f) < e(67(5)) -

Beweis.
val(f) = —eaxzessg(S) = f(67(S)) = f(67(5)) < e(67(9))



Residualnetze
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Residualnetze

Definition 9.9
Sei G = (V, R, a,w) und ¢ die Kapazitatsfunktion sowie f ein zulassiger Fluss.
Das Residualnetz Gy = (V, Ry, o/, w") mit Kapazitatsfunktion c; ist definiert durch
e Ry={+r|reR A f(r)<c(r)}
U{-r|reR A f(r) >0}

e &/(+r) =a(r)und ' (+r) = w(r) ‘ o0
Pt I (+7) = c(r) = f(r)
ce(+r)=c(r) — f(r
o o/(—r) = w(r) und ' (—r) = a(r) d
B a0 _>0b
® Cf( r) = f(r) Cf(—?“) = f(r)

Kanten mit Kapazitét 0 sind nicht Teil von G/!
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Residualnetze

Definition 9.10
Ein Weg P von s nach t in Gy heiB3t flussvergréBender Weg.

Wir definieren A(P) := min cr(r')
r'e

Der Fluss f wird durch P wie folgt augmentiert:
e FUr jede Kante +r € P wird f(r) um A(P) vergréBBert.
e FuUr jede Kante —r € P wird f(r) um A(P) verringert.

Da P in t endet, wird val(f) = exzesss(t) um A(P) erhoht.

Beobachtung 9.11

Falls ein flussvergréBernder Weg existiert, so ist f nicht maximal.
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Residualnetze

Lemma 9.12
Seien f und f* zulassige (s, t)-Flisse und sei val( f*) maximal.
Dann gilt val(f*) < val(f) + cf((ng(S)) far alle (s, t)-Schnitte (S, 7).

Beweis.
Nach Lemma 9.7 gilt val(f*) = val(f) + & < ¢(67(S)) mite > 0 und somit
e < ¢(67(9)) — wal(f)
=c(6%(9)) + exzesss(S)
=c(07(9)) - ( ( )) +7(67(9)
= 2 + 2 S0
rest(S) res—(S)
= Z cr(4r) + Z cr(—7)
+7’€52 (S) —r€§+f(S)
= ¢s(55,(5))



Max-Flow-Min-Cut-Theorem

Satz 9.13 (Max-Flow-Min-Cut-Theorem)

max val(f) = min c(67(9))
f ist zulassiger (s, t)-Fluss (S,T) ist (s,t)-Schnitt

Beweis, Teil 1.

Laut Lemma 9.7 gilt val(f) < ¢(67(9)) fur alle (s, t)-Schnitte.
Zu zeigen: (s, t)-Schitt mit ¢(67(S)) = val(f) existiert.

Sei f ein zulassiger (s, t)-Fluss und val(f) maximal.

Wir setzen S := Eg,(s) und T := V' \ S. < > @

In G existiert kein flussvergréBernder Weg. Gy
Damitist s € Sund ¢t € T'und (S, T) ist ein (s, t)-Schnitt.
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Max-Flow-Min-Cut-Theorem

Beweis, Teil 2.
Seir € §7(S). Dann gilt f(r) = ¢(r).

Sonst gébe es in Gy Kante +r und damit einen Weg von s zu w(r) €

T. i
Damit gilt f(67(S)) = ¢(67(9)).
Seir € §(S). Dann gilt f(r) = @ i ;
Sonst gébe es in Gy Kante —r und damit einen Weg von s zu a(r) € T. /
Damit gilt f(6—(S)) = 0.

Zusammengefasst: ¢(61(S)) = f(01(S)) — f(07(S)) = —eazesss(S) = val(f).
L]

Satz 9.14 (Augmenting-Path-Theorem)

Ein (s,t)-Fluss f ist genau dann maximal, wenn es keinen flussvergré3ernden
Weg im Residualnetz G gibt.
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Ganzzahlige Fliisse

Satz
Ein gerichteter Graph G = (V, R) mit ganzzahliger Kapazitatsfunktion ¢ : R — N
hat einen ganzzahligen maximalen Fluss f, d.h.Vr € R: f(r) € N.

Beweis.
Idee: Induktion Uber flussvergréBernde Wege

Sei f ein ganzzahliger nicht-maximaler Fluss.
Sei G das zu f gehérende Residualnetzwerk.
Sei P ein Weg von s zu t in Gy.

Dann ist A(P) ganzzahlig.
VergréBere Fluss f entlang P um A(P).
Ergebnis ist ein ganzzahliger Fluss.
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Flisse in ungerichteten Graphen - Ansatz 1

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.

Berechne Fluss in gerichtetem Graph G’ = (V, R).

Fur jede Kante e = [u, v] € E enthalt R zwei Kanten:
o r = (u,v) mite(r) = c(e)
o ' = (v,u) mite(r') = c(e)
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Flisse in ungerichteten Graphen - Ansatz 2

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph.
Konstruiere gerichtetes Residualnetz G = (V, Ry) wie folgt:

Betrachte e € E mit Kapazitat c(e) und Fluss f(e).
Sei —c(e) < f(e) < c(e) und Richtung von f(e) ist definiert.

+e € Ry hat Kapazitat c(e) — f(e) in Flussrichtung von f(e).
—e € Ry hat Kapazitat c(e) + f(e) in Gegenrichtung von f(e).

c(e) — fle)
ao—S 0y a0 _>*0b
c(e) + f(e)

FlussvergréBernder Weg benutzt +e: f(e) wird vergréBert.
FlussvergréBernder Weg benutzt —e: f(e) wird verringert.

Kanten mit Kapazitat 0 sind nicht Teil von G ;!
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