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Chordale Graphen

Definition 4.15
Ein ungerichteter einfacher Graph heif3t chordal, wenn jeder elementare Kreis der

Lange k > 4 eine Sehne besitzt.

Eine Sehne verbindet zwei Knoten, die im Kreis nicht aufeinander folgen.

Chordale Graphen hei3en auch trianguliert.



Chordale Graphen

Beobachtung
Falls G chordal ist, so ist auch jeder induzierte Subgraph chordal.

Beweisidee.
Enthélt ein induzierter Subgraph von G einen Kreis, so enthalt der Subgraph auch
alle Sehnen des Kreises die in G enthalten sind.

Definition
Ein Knoten v € V(G) ist simplizial wenn N (v) eine Clique ist.

Bemerkung: N¢(v) ist genau dann eine Clique, wenn Ng(v) U {v} eine Clique ist.

a b c

N(a) ={b,d, e}
N(g) ={e, [}




Simpliziale Knoten

Satz 4.17 (Dirac, 1961)
Jeder chordale Graph G = (V, E) enthalt einen simplizialen Knoten.

Beweis, Teil 1.
0O.B.d.A.: Graph ist zusammenhangend.

Induktionsanfang: |V| = 1 oder G ist vollstandig.
Jeder Knoten ist simplizial.

Induktionsschluss:
Annahme: |V| > 1 und G ist nicht vollstandig.

Sei W c V. Dann ist G[W] chordal.
Per Induktionsannahme hat G[W] einen simplizialen Knoten.

Finde W c V und w € W, so dass:
e w ist simplizial in G[W] und
e w ist simplizial in G



Simpliziale Knoten

Beweis, Teil 2.
Es existiert U C V mit folgenden Eigenschaften:

e U ist zusammenhangend
e UUN(U)#V

Hinweis: N(U) = | J N(u)\U
uclU

G ist nicht vollstandig.
Es gibt Knoten «, v € V' die nicht adjazent sind.

Waéhle U = {u},
dannov & N(U).



Simpliziale Knoten

Beweis, Teil 3.
Sei U C V die gréBte zusammenhangende Menge mit U U N(U) # V.
Seiw =V \(UUN()).

Behauptung: Jeder Knoten aus N (U)
ist zu allen Knoten aus W adjazent.

Seia € N(U) nicht zu ¢ € W adjazent.
Wahle U’ = U U {a}.

Dann ist U’ zusammenhé&ngend und U’ U N(U’) # V.
Widerspruch zur Maximalitat von U. #



Simpliziale Knoten

Beweis, Teil 4.
Sei U C V die gréBte zusammenhangende Menge mit U U N(U) # V.
Seiw =V \(UUN()).

Behauptung: N(U) ist eine Clique.

Seien a,b € N(U) mit a # b nicht adjazent.

Sei P der kurzeste Weg von a nach b,
welcher nur Knoten aus U ber(hrt.

P muss eine Lange von mindestens 2 haben.
Dannist P’ = Po (b, epe, ¢, €qe,a) Mitc € W
ein Kreis mit einer L&nge von mindestens 4.

P’ hat keine Sehne und G nicht chordal. /




Simpliziale Knoten

Beweis, Teil 5.
Wéhle w € W simplizial in G[W],
d.h. Ngpw(w) ist eine Clique.

Zuséatzlich gilt:
e Ng(U) ist eine Clique

e Jeder Knoten aus Ng(U) ist
zu allen Knoten in W adjazent

e w ist zu keinem Knoten aus U adjazent

N¢(w) ist also ebenfalls eine Clique.

Damit ist w simplizial in G.
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Chrodale Graphen — Perfektheit

Wiederholung:
o G ist perfekt, wenn w(H) = x(H ) fir alle induzierten Subgraphen H C G ist.
e G —wvistderdurch V(G) \ {v} induzierte Subgraph von G.

Korollar 4.18
Jeder chordale Graph G = (V, E) ist perfekt.

Beweis, Teil 1.
Zeige w(G) = x(G) fur chordalen Graphen G. Dann folgt es auch fiir jeden
Subgraphen von G, da diese ebenfalls chordal sind.

Induktionsanfang: |V| =1
w(G) =x(G) =1



Chrodale Graphen — Perfektheit

Beweis, Teil 2. 1
Induktionsschluss: |V| > 1 y 5
Wahle simplizialen Knoten v € V.

4

Induktionsannahme: x(G — v) = w(G — v)
Also reichen w(G) > w(G — v) Farben um G — v zu férben.
Zur Erinnerung: N (v) U {v} ist eine Clique, d.h. |[N(v)| < w(G) — 1.

Farbe erst G — v mit w(G) Farben.
Dann bleibt mindestens eine von w(G) Farben fir v Gber, da | N (v)| < w(G) — 1.

Wir erhalten also Farbung von G mit w(G) Farben und damit gilt x(G) < w(G).
Wie bereits gezeigt gilt auch w(G) < x(G) und damit w(G) = x(G). O
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Perfekte Eliminationsschemata

Beweis ist konstruktiv, d.h. er liefert einen Algorithmus zum Férben mit der
minimalen Anzahl von Farben:

e Wahle simplizialen Knoten v
e Farbe G — v per Rekursion
e Farbe v

Der Algorithmus liefert ein perfektes Eliminationsschema.

Definition 4.19

Ein perfektes Eliminationsschema ist eine Sequenz vy, vs, ..., v,
aller Knoten von G sodass fir alle i € {1,2,...,n} gilt:

v; ist simplizial in G[{v;, vit1, ..., vn}].
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Perfekte Eliminationsschemata

Satz 4.20
Ein Graph G = (V, E) ist genau dann chordal, wenn ein perfektes
Eliminationsschema existiert.

Beweis, Teil 1.
H:”:
Induktionsanfang: n =1

V = {v1} und Sequenz v, ist ein perfektes Eliminationsschema

Induktionsschluss: n > 1
Es existiert ein simplizialer Knoten v, .

Induktionsannahme: G — vy hat perfektes Eliminationsschema v, ...

vy, Ve, ..., vy, ist perfektes Eliminationsschema von G.
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Perfekte Eliminationsschemata

Beweis, Teil 2.

H<:l!:

Sei C = (ugp, e1,uq,...,ux) €in elementarer Kreis der Lange k > 4.
Sei vy, v9, ... v, ein perfektes Eliminationsschema.

Sei ¢« minimal, so dass v; € {ug,...,u;}.
. upg =1u
Dannist {ug,...,ur} C {vi,...,vn}. 0 R

O.B.d.A. sei ug = V;-
Dann ist ug simplizial in G[{v;,...,v,}] und G enthélt Sehne [u;, uj_1] O
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