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Zufallsgraphen — Grundlagen

Seien X und Y Zufallsereignisse

Rechenregeln Wahrscheinlichkeiten:
e PIXAY]|=PX|Y] P[Y]
e PIXVY]=PX]|+PY]|-PXAY]
<P[X]+P[Y] (Union Bound)

X und Y sind genau dann unabhéngig wenn P[X | Y] = P[X]
Also wenn X und Y unabhéngig: P[X A Y] = P[X] - P[Y]



Zufallsgraphen — Grundlagen

Seien X und Y Zufallsereignisse

Rechenregeln Wahrscheinlichkeiten:
e PIXAY]|=PX|Y] P[Y]
e PIXVY]=PX]|+PY]|-PXAY]
<P[X]+P[Y] (Union Bound)

X und Y sind genau dann unabhéngig wenn P[X | Y] = P[X]
Also wenn X und Y unabhéngig: P[X A Y] = P[X] - P[Y]

Beispiel: Sei w die Augenzahl eines Wiirfels.
Plw=4] =} Plw > 4 | wist gerade] = 2
Plw >4 Awistgerade] =2 - =2
1
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Plw > 4 v w ist gerade| =



Zufallsgraphen — Grundlagen

Sei X eine Zufallsvariable

Erwartungswert:
o E[X] =) 2 P[X =a]

Rechenregeln:
o ElaX] = aE[X]
o E[X +Y]=E[X]+E[Y]
e E[X -Y]=E[X] -E[Y] (wenn X undY unabhangig sind)



Zufallsgraphen — Grundlagen

Sei X eine Zufallsvariable

Erwartungswert:
e E[X] = Z:U-IF’[X = 1]
Rechenregeln:
o ElaX] = aE[X]
o E[X +Y]=E[X]+E[Y]
e E[X -Y]=E[X] -E[Y] (wenn X undY unabhangig sind)

Beispiel: Seien w1, wy die Augenzahlen von Wrfeln.
Elwi]=1-§+2-§+...46-5=35
Elw; +wa] = (14 1)gs + (1 +2)g +... 4+ (6 +6) 55 = E[wy] + E[ws] =7



Zufallsgraphen — Grundlagen

Lemma (Markov-Ungleichung)
Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable.
Dann gilt P[X > a] < @.

Beispiel: Sei w die Augenzahl eines Wirfels



Erdés-Rényi-Graphen

Definition (Erdds-Rényi-Graphen)
Einfacher Graph G(n,p) = (V, E) mit |V| = n und
o Pllu,v]e E]=p
o Plluv]¢E]=q=1-p
FUr jede Kante e definieren wir Zufallsvariable X, mit
e X, =1wenneeFE.
e X,=0wenne¢FE.

‘E|:ZeX€
E[X]=q¢-0+p-1=p

E[|E]] = E[X, Xe] = X E[Xe] = (5)p



Erdés-Rényi-Graphen

Beobachtung
G(n, p) entspricht einem bestimmten Graph mit m Kanten mit W’keit pmq(g)*m

Lemma . d c d c
Sei G = G(n, p). Pla(G) > k] < (1)q(2) IZI ISI
a b a b

Beweis.
Betrachte Knotenmenge U C V mit |U| = k.

Mit W’keit q(g) ist U unabhéangig.

Es gibt (}) verschiedene Mengen mit k£ Knoten.
Wende Union Bound an:

P \/ U istunabgéngig] < (Z) ()

UCVAU|=k



Erdés-Rényi-Graphen

Lemma

Sei G = G(n, p). Plw(G) > k| < (?)p2)

Beweis.

Betrachte Knotenmenge U C V mit |U| = k.
Mit Wahrscheinlichkeitp(g) ist U eine Clique.
Es gibt (}) verschiedene Mengen mit k£ Knoten.
Wende Union Bound an:

P [ \/  UistClique

UCVA|U|=k

< @p@




Erdés-Rényi-Graphen

Lemma
Sei X, die Anzahl der elementaren Kreise mit Lange i in G(n,p).
Dann E[X;]| = (’) p’ wobei ng;y = (n”f!i)!:n(nf1)(n72)-~(n7(i71)).

d c
Beweis. E
Wahle elementaren Kreis C' der Lange . a b
C istin G(n, p) mit der Wahrscheinlichkeit p* enthalten. C = (a,b,c)

C' = (a,c,b)
Es gibt % < n’ mégliche Kreise der Lange i. C" = (b,c,a)

Es gibt n Méglichkeiten den ersten Knoten des Kreises zu wahlen,
n — 1 den zweiten zu wahlen, usw.

Man kann den selben Kreis bei i unterschiedlichen Knoten anfangen
und in 2 unterschiedliche Richtungen abschreiten.



Erdés-Rényi-Graphen

Definition
Die Taillenweite (Girth) ¢g(G) eines Graphen G ist die Lange des klrzesten
elementaren Kreises in G.

Satz (Erdds, 1959)
Vk,0>33G: x(G) > kAg(G) > ¢

Beweis.
Im ndchsten Kapitel ...

Der Beweis wird nicht konstruktiv sein.
Es wird bewiesen, dass der Graph existiert, ohne ihn dabei zu konstruieren.

Genauer:
Es wird bewiesen, dass Erd6s-Rényi-Graphen mit
positiver W’keit die gewilinschten Eigenschaften haben.



