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Wiederholung

Definition
Die Taillenweite (Girth) ¢(G) ist die Lange des kilrzesten
elementaren Kreises in G.

Lemma
SeiG=G(n,p)undg=1-—p.
Es gilt Pla(G) > k] < (7)q(2).

Lemma
Sei X; die Anzahl der Kreise mit Lange i in G(n,p).
Dann E[X;]| = nQL;)pZ wobei n;) = (TL%'Z), =nn—-1)Mn-2)---(n—i+1).

Lemma (Markov-Ungleichung)
Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable.
Dann gilt P[X > a] < @.



Satz von Erdés

Satz (Erd6s, 1959)
Vk,0>33G: x(G) > kAg(G) > ¢

Beweis, Teil 1.
Wir wahlen p = n'~! mit 0 < t < 1/4.
Betrachte G = G(n,p).

Sei X; die Anzahl aller Kreise der Lange i in G. Sei X<, die Anzahl aller Kreise
der Lange < ¢ in G. Dann gilt

¢ SN

E[X</] = ZE = 23 ”2(Z)p7,
=
¢




Satz von Erdés

Beweis, Teil 2.
Wahle n grof3 genug, so dass E[X <] < n/4.
Das ist méglich, da t¢ < 1 und somit £ - n* € o(n).

Nach Markov-Ungleichtung gilt

Zwischenstand:
Wir haben gezeigt, dass es Graphen gibt die maximal 5 kurze Kreise enthalten.
Aus solchen bauen wir Graphen die keine kurzen Kreise mehr enthalten.



Satz von Erdés

Beweis, Teil 3.

Wir wollen nun x(G) > k zeigen. Zur Erinnerung: x(G) >

Betrachten statt dessen «o(G).

Wahle a = [% In n—‘

Betrachten Ereignis, dass es unabhéngige Menge der Gréi3e a gibt.

Nach dem Lemma oben gilt

Pla(G) > a] < <Z> (1 _p)(‘;)

< na(efp)a(afl)/2
— nae—p-a(a—l)/2
< nae—Slnn~(a—1)/2

_ nan—S(a—l)/Q _ n(S—a)/2

Hinweise:

(@) <n”
l—-p<e™®

(3) =ala—1)/2

azglnn



Satz von Erdés

Beweis, Teil 4.

Da0<p<lgilta= L%lnnw > 3lnn.
Somit ist der Exponent (3 — a)/2 fir n > 3 negativ
und Pa(G) > a] < n®~%)/2 geht fiir n — oo gegen 0.

NO|—=

Wahle n grof3 genug, so dass Pla(G) > a] <
Bereits gezeigt:

Falls n gross genug ist, dann gilt P[X<, > %] = 1.
Anwenden des Union Bound ergibt:

]P’[ngg V a(G)>al <1



Satz von Erdés

Beweis, Teil 5.
Falls n gross genug ist gilt

P[X<, zg V a(G) >d] <1

und somit
P[X<, < g A a(G) < a] >0

Zwischenstand:
Wir haben gezeigt, dass es Graphen gibt mit

e weniger als 5 Kreisen der Lange hochstens ¢ und
¢ alle unabhangigen Mengen haben weniger als a Knoten.



Satz von Erdés

Beweis, Teil 6.

Lésche einen Knoten aus jedem der 5 Kreise der Lange hochstens /.

G hat nun keine Kreise der Lange hochstens /.

In G verbleiben mindestens 3 Knoten. T T Tl

o
Léschen von Knoten vergréBBert o(G) auf keinen Fall. o
Weiterhin gilt o(G) < a = [p In n—‘ und damit 0<t<1/t
n n/2 n/2 np nt

> > = >
a(G) [%mnw 1+%lnn 2p+6Ilnn — 24+ 6Ilnn

Fur gentgend grof3e n wird — groBer als k.

2+61



Satz von Erdés

Beweis, Teil 6.

Lésche einen Knoten aus jedem der 5 Kreise der Lange hochstens /.

G hat nun keine Kreise der Lange hochstens /.

In G verbleiben mindestens 3 Knoten. T T Tl

o X
Léschen von Knoten vergréBBert o(G) auf keinen Fall. o
. . . I3 . p=n
Weiterhin gilt o(G) < a = b In n—‘ und damit 0<t<1/t
n n/2 n/2 np nt

> > = >
a(G) [%mnw 1+%lnn 2p+6Ilnn — 24+ 6Ilnn

Fur gentigend grof3e n wird — groBer als k.

2+61



