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Number of Cuts
Theorem: The number of edge cuts of size at most ߙ ⋅ ሻܩሺߣ in an 
݊‐node graph ܩ is at most ݊ଶఈ.

Proof:
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Resilience To Edge Failures
• Consider a network (a graph) ܩ with ݊ nodes

• Assume that each link (edge) of ܩ fails independently with 
probability 

• How large can  be such that the remaining graph is still 
connected with probability 1 െ ?ߝ
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Chernoff Bounds
• Let  ଵܺ, … , ܺ be independent 0‐1 random variables and define 
 ≔ ℙሺ ܺ ൌ 1ሻ.

• Consider the random variable ܺ ൌ ∑ ܺ

ୀଵ

• We have ߤ ≔ ॱ ܺ ൌ ∑ ॱ ܺ

ୀଵ ൌ ∑ 

ୀଵ

Chernoff Bound (Lower Tail):

ࢾ∀  : 		ℙ ࢄ ൏  െ ࢾ ࣆ ൏ ࣆࢾିࢋ ⁄

Chernoff Bound (Upper Tail):

ࢾ∀  : 		ℙ ࢄ    ࢾ ࣆ ൏
ࢾࢋ

  ࢾ ାࢾ

ࣆ

൏ ࣆࢾିࢋ ⁄

ࢾ  holds for ࢾ  
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Chernoff Bounds, Example
Assume that a fair coin is flipped ݊ times. What is the probability 
to have 
1. less than ݊/3 heads?

2. more than 0.51݊ tails?

3. less than  ଶ⁄ െ ܿ ln ݊ tails?
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Applied to Edge Cut
• Consider an edge cut ሺܣ, ሻܤ of size ݇ ൌ ߙ ⋅ ሻܩሺߣ

• Assume that each edge fails with probability   1 െ ଵ⋅୪୬ ௧
ఒሺீሻ

• Hence each edge survives with probability ݍ  ଵ⋅୪୬ ௧
ఒሺீሻ

• Probability that at least 1 edge crossing  ,ܣ ܤ survives



Algorithm Theory, WS 2012/13 Fabian Kuhn 7

Maintaining Connectivity
• A graph ܩ ൌ ሺܸ, ሻܧ is connected iff every edge cut  ,ܣ ܤ has 

size at least 1.

• We need to make sure that every cut keeps at least 1 edge
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Maintaining All Cuts of a Certain Size
• The number of cuts of size ݇ ൌ ሻܩሺߣߙ is at most ݊ଶఈ.

Claim: If each edge survives with probability ݍ  ଵ⋅୪୬ሺఉሻ
ఒሺீሻ

, with 

probability at least 1 െ  ଶఈ, at least one edge of each cut ofିߚ
size ݇ ൌ ሻܩሺߣߙ survives.
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Maintaining Connectivity
Theorem: If each edge of a graph ܩ independently fails with 
probability at most 1 െ ଼ሺାଵሻ ⋅୪୬ 

ఒሺீሻ
, the remaining graph is 

connected with probability at least 1 െ ଵ

.
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Quicksort: High Probability Bound
• To conclude the randomization chapter, let’s look at 

randomized quicksort again

• We have seen that the number of comparisons of randomized 
quicksort is ܱሺ݊ log ݊ሻ in expectation.

• Can we also show that the number of comparisons is 
ܱሺ݊ log ݊ሻ with high probability?

• Recall:

On each recursion level, each pivot is compared once with 
each other element that is still in the same “part”
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Counting Number of Comparisons
• We looked at 2 ways to count the number of comparisons

– recursive characterization of the expected number
– number of different pairs of values that are compared

Let’s consider yet another way:
• Each comparison is between a pivot and a non‐pivot
• How many times is a specific array element ݔ compared as a 

non‐pivot?

Value ݔ is compared as a non‐pivot to a pivot once in every 
recursion level until one of the following two conditions apply:
1. ݔ is chosen as a pivot
2. ݔ is alone
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Successful Recursion Level
• Consider a specific recursion level ℓ

• Assume that at the beginning of recursion level ℓ, element ݔ is 
in a sub‐array of length ܭℓ that still needs to be sorted.

• If ݔ has been chosen as a pivot before level ℓ, we set ܭℓ ≔ 1

Definition: We say that recursion level ℓ is successful for element 
ݔ iff the following is true:

ℓାଵܭ ൌ 1				or				ܭℓାଵ 
2
3 ⋅ ℓܭ
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Successful Recursion Level
Lemma: For every recursion level ℓ and every array element ݔ, it 
holds that level ℓ is successful for ݔ with probability at least ଵ ଷ⁄ , 
independently of what happens in other recursion levels.

Proof:
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Number of Successful Recursion Levels
Lemma: If among the first ℓ recursion levels, at least logయ

మ⁄ ሺ݊ሻ
are successful for element ݔ, we have ܭℓ ൌ 1.

Proof:



Algorithm Theory, WS 2012/13 Fabian Kuhn 16

Number of Comparisons for 
Lemma: For every array element ݔ, with high probability, as a 
non‐pivot, ݔ is compared to a pivot at most ܱ log ݊ times.

Proof:
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Number of Comparisons
Theorem: With high probability, the total number of 
comparisons is at most ࡻ  ܗܔ .

Proof:


