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optimierung | ineare Programme

Lineares Programm:

e Lineare Zielfunktiong&—

e Lineare Nebenbedingungen (Gleichungen oder Ungleichungen) ¥—
e Spezialfall der konvexen Optimierung

Kanonische Form: > e
maxc'x
Ax < b s
X 2 O V‘. . }(i‘&O
e Jedes LP kann in kanonische Form gebracht werden (Ubung)

Lineares Programm kann entweder
e eine optimale Losung haben «—
e unbeschrankt sein <——

e Unzulassig sein «——
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Optimierung Duales LP

Primales LP (kanonische Form):
max c'x
Ax < b
x=0

Duales LP: ‘%‘Ax =9
Y
minb'y
—»ATy > ¢ [
y=0

Theorem (Schwache Dualitat):

Jede duale Losung ist eine obere Schranke fir die optimale primale Losung.
Das heisst, fur alle zul'aissigen primalen und dualen Lésungen x und y gilt:

c’ zx < bT (Z Cix; < Z blyl>&‘

e Korollar: Falls ¢c"x = b"y gilt, sind beide Lésungen optimal.
A
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optimierung  Starke Dualitat

Lemma von Farkas: Ein System {Ax < b und x > 0} hat genau dann keine
Lésung, wenn das System {y > 0,ATy > 0 und b'y < 0} eine Lésung hat.

way ¢Tx Wt BTl
Theorem (Starke Dualitit): — l"';‘ioé- AT'a"C
Flr optimale primale und duale Losungen x X" und y*giltc'x* =b"y".
Beweis: /
Schwache Dualitit: c'x* < b'y"
g )
rCTfo c_x<£ s iy
Ax < b keinelsg. = A4’ = [ ¢ ],b’ = [ ],{A’x < b’,x = 0} keine Lsg.
A b : —_—
] x=0 .
0 Zq
Farkas: {g’/?,QJ\,NTz'z 0,b'7z' < 0} hatlsg., Defz :=|"| z:= l : ]
_ _ZTl_ Zn

Az =[-¢ AT] [ZZOI =—zc+A'z, b7 =-fz,+b'z
Zo <O

{z=>0,2>0,A"z > zy,¢c,b"z < z,f} hat eine Lésung
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optimierung  Starke Dualitat

Lemma von Farkas: Ein System {Zx < b und x = 0} hat genau dann keine
Lésung, wenn das System {y > 0,ATy > 0 und b'y < 0} eine Lésung hat.

Theorem (Starke Dualitat):

Fir optimale primale und duale Lésungen x* und y* gilt c'x* = bTy*
Beweis:
Schwache Dualitat: c'x* < b'y" z' = :1 z:= [ ]
Cl("({i —
Tx>f
Ax < b hatkeine Lsg. = {2,2 0,2 > 0,A"z > zyc,b"z < Zof} hat Lsg.
x=0
z, = 0: Farkas gibt {Ax < b, x = 0} hat keine Lsg. (Widerspruch)
WA b\‘a-

Zy > O:_}_I = Z/.Z.O = {y > O,éT_;_y Z_c,bTy < f} hat Lsg. A%:;

VFER: ¢'x*<f & b'y'<f

CTK" — Q bo"i'
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optimerung  Complementary Slackness

Satz vom komplementaren Schlupf (complementary slackness):
Flr zulassige Losungen x und y sind folgende Bedingungen dquivalent:

1) xund y sind optimale Lésungerp

2) ¢c'x=b"y «—

3) y'"(b—Ax)=0undx"(A'y—¢c)=0 <
S~ e—_—— —_—

o v 20 7o AT 2e
\azo/ xz0 \gl 9
i

Ax<b L Yime v (‘AY)L.: b
(%.(?0 == (Ax)e b"
(AQ;<by = §;=0

X. >0 == (i(Taﬁ)(‘ =&
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optimierung - Zertifikat flir Unzulassigkeit

max 3x; + 4x, + 2x3

El: le S 4
EZ: —x1 — 2x3 S _15
E3: 3x2 ~+ X3 < 6
E4: X1 = O, X9 = O, X3 > 0
Positive Linearkombination von E1, ..., E3:
1
E-E1+1-E2+2-E3=
0-x, k6 0k, S 2 -S4 1L ="
-
(.’. 1.7) é)(z <~ (Jil.usrmaal
2, | X >0

—_— ~_ Z
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optimierung - Zertifikat flir Unzulassigkeit

Lemma von Farkas: Ein System {Ax < b und x > 0} hat genau dann keine
Lésung, wenn das System {y > 0,ATy > 0und b'y < 0} eine Lésung hat.

Theorem: Jedes unzulassige LP hat ein solches Zertifikat fir Unzuladssigkeit.

Uaa x E(X

Axsb-
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optimierung  Zertifikat flr Unbeschranktheit

max 3x; + +  2x3

E1l: le < 4 ¥
E2: x4 + 2x3 < 85—
E3: @ + x3 < 6

E4: X1 = O, X9 = 0, X3 > 0

e Falls (x4, x,,x3) zulassig ist, dann ist /

(x1, %2 + @, x3) = (x1,%2,x3) + - (0,1,0)

. 2

auch zulassig und die Zielfunktion nimmt um 4« zu.

e Die Richtung (0,1,0) ist ein Zertifikat fiir die Unbeschranktheit.
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optimierung  Zertifikat flr Unbeschranktheit

max 3xy @ 4x, + 2x3

El: le — < 4
E2: 'E_._l + ZX3 < 8
E3: —3XZ + X3 < 6

E4: X1 = O, X9 = 0, X3 > 0

e Die Richtung (1,1,1) ist ein Zertifikat fir die Unbeschranktheit.
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optimierung  Zertifikat flr Unbeschranktheit

Theorem (Zertifikat Unbeschranktheit): Ein LP

maxc' x,wobeiAx < bundx >0

ist genau dann unbeschrankt, falls es eine zuIaSS|ge Losung X und eine
Rlchtungzglbt sodassz > 0,4z<0undc’'z > 0.

Beweisidee: A( ><+xz) = Ax + whe L o

e Folgtim Wesentlichen aus der Konvexitat des zulassigen Bereichs

e Unbeschranktheit: Es gibt ein z, so dass es fur alle zuldssigen x4 eipé
zulassige Folge x4, x5, ... gibt, so dass

limc'x; = oo,

l—)OO
sowie
x — X1
lim =Z
i~ [[x; — xq]|

e Konvexitat: x + az ist zulassig fur alle zulassigenstnd allea = 0
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optimierung  Dualitat, Optimalitat, Zulassigkeit und Unbeschranktheit

Theorem: Falls (P) ein LP ist und (D) das zugehdrige duale LP ist, dann ist
(P) auch das duale LP von (D). Zudem gilt genau eine der folgenden
Bedingungen: T

1) DieLP (P) und (D) sind beide zulassig und haben beide den
gleichen optimalen Zielfunktionswert

2) Das LP (P) ist unzulassig und das LP (D) ist unbeschrankt
3) DasLP (P) ist unbeschrankt und das LP (P) ist unzuldssig

4) Beide LP sind unzulassig
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optimerung - Duale lineare Programme

Primales LP Duales LP

Ay >c
y beliebig
max c'x minb'y
Ax<b AySc
x beliebig y=0
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optimerung . Bejspiel LP Dualitat

Schere, Stein, Papier:

e 2 Spieler 1.. /#‘
e Beide wahlen ”:‘(SD ®
Schere, Stein oder Papier = p -

e Stein schlagt Schere,
Papier schlagt Stein,
Schere schlagt Papier

Quelle: Wikipedia

Gewinnmatrix fur Spieler 1:

Shralegrp
Schere | Stein Papier = Vow |
Schere 0 1 —1
S - ™ |Stein —1 0 1
N
Papier 1 -1 0
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opimerung . Beispiel LP Dualitat

Verallgemeinerte Gewinnmatrix:

Schere Stein Papier
Schere 0 2 —3
Stein —1 0 3
Papier 1 —2 0

Wie soll Spieler 1 spielen?

e Wahrscheinlichkeiten x4, x5, x3 um Schere, Stein, Papier zu wahlen

X1+ x, +x3=1 =—

X1 = O,Xz = O,Xg > (0=

e Kann man die Wahrscheinlichkeiten so wahlen, dass ein gewisser Gewinn
garantiert ist?
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opimerung . Beispiel LP Dualitat

Verallgemeinerte Gewinnmatrix:

Schere Stein Papier
=—% | Schere 0 2 -3
Stein C——D 0 3
Papier 1 —2 0

e Wahrscheinlichkeiten x{, x5, x3 um Schere, Stein, Papier zu wahlen
X1 +x, +x3=1
X1 = O,Xz = O,Xg >0

e Erwarteter Gewinn garantiert mindestens g?

——

Spieler 2 spielt
— Schere: Erw. Gewinn 0 -xy +2-x, —3-x3 =2 g < —

— Stein: —1x1+0x2+3X329<"“

— Papier: 1l-xy—2-x,+0-x3=>g
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opimerung . Beispiel LP Dualitat

Verallgemeinerte Gewinnmatrix:

Optimale Strategie:

© 2013 Fabian Kuhn

Schere Stein Papier

Schere 0 2 -3
Stein -1 0 3

Papier 1 —2
max @

2%, — 3x3 =

—Xq + 3x3 =2

X1 — 2Xxy =

Xy + X + X3 =

x1 = 0, X, = 0, x3 = 0
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optimerung . Bejspiel LP Dualitat

Optimale Strategie:

max ¢
2X, — 3Xx3
—X1 +  3x3
X1 — 2x
x;, + x; + x3
x1 =0, x, = 0, X3
Kanonische Form:  “®X ¢~%z
way CX W9, 4 2, & Sy €0
Axsh -9 4 x, -%x, 20
R L T
x +x * X < |
-x, -~ % ~¥s < -\
X% ,% 20
9.,‘3120
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optimerung . Bejspiel LP Dualitat

Optimale Strategie, kanonische Form:

Duales LP:

waqx cly

Avshb

X% 0

Wl gr'a
—" A‘Tg)‘f}c

47
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max 1g; —gz - — - - -
' g]_ - gz - 2x2 + 3x:.3 S O %,
1 gl - gz + x1 - 3x3 S O ‘67_ }
1 g1— 92 — X1+ 2x = 0 4
X1 + X9 + X3 < 1 V‘
—x1 - xZ - X3 S _1 Vz
x1 =0, x, = 0, x3 = 0, g1 =0, g2 =0
V r 3 -
/ER{VN V‘—Vz N L(c;'l}
WtDeiy, 2 l batu
\ 3~ 0. =
4%~ Y F ; 3+ = 919z +9s = |
-t 4%V, 2 O b=
2 T2 SV
.-Z% _\(Zrag*\fl~\fz 7 O
: 3'32"2'?1 €V
33( -3;32 "‘V._VZ ?/ O ‘a 20/ V] L’J
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opimerung . Beispiel LP Dualitat

Optimale Strategie, kanonische Form:

max gi — 9z

g1 — 92

g1 — 92 T

g1 — 92> —
x1 =0, X, = 0,

Duales LP:
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X1
X1 +
X1 +
—x; —
x3 = 0,

+  3x3

- 3X3

+ X3
91 = O'

Q

N IA A A IA A
\VA

o R P o oo
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optimerung . Bejspiel LP Dualitat

Duales LP:
min v
v+ y3) <
2y, — 2y3 S v €
—3y, 3y S Ve —
yi t+ y2 + y3 = 1<
11____3/120' y, =20, y3=2 0 <—
Gewinnmatrix von Spieler 1: ‘L J l
Schere Stein Papier
% —=| Schere 0 2 —3
42— | Stein -1 0 3
43 —o| Papier 1 —2

e Optimale duale Losung: optimale Strategie von Spieler 2
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optimierung | P Dualitat und Nullsummen-Matrixspiele

Matrixspiele:

e 2 Spieler

e Gewinn kann wie bei Schere-Stein-Papier durch Matrix dargestellt werden
e Nullsummenspiel: Gewinn Spieler 1 = Verlust Spieler 2

Als lineare Programme:
e (Optimale Strategie von Spieler 1 kann als LP dargestellt werden
e QOptimale Strategie von Spieler 2 gegeben durch das duale LP

Starke Dualitat:
e Optimale Strategien haben gleichen Gewinn/Verlust
e Kann man zeigen: optimale Strategien sind Nash-Equilibrium

— P

— Kann rel. leicht mit Satz des komplemendren Schlupfs gezeigt werden...

e [nsbesondere: I\/Iatrlxsplele haben immer ein (gemlschtes) Nash Equil.

— Gilt fur alle NuIIsummenspleIe

—

/
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