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Fibonacci Zahlen

Definition der Fibonacci Zahlen Fy, F4, F,, ...
FO — O, Fl — FZ =1
b, =F,_ 1+ F_,

Ziel: Berechne F;,

Rekursiver Algorithmus (basierend auf der rek. Definition):

fib(n):
if n <= 1:
f =n
else:

f = fib(n-1) + fib(n-2)
return f
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Algorithmus mit Memoization

Memoization: Man merkt sich schon berechnete Werte
(auf einem Notizzettel = memo)

memo = {}
fib(n):
if n in memo: return memo[n]
if n <= 1:
f =n
else:
f = fi (n-l) + fib(n-2)
memo[n] =

return f
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DP: Etwas Genauer ...

DP =~ Rekursion + Memoization

Memoize: Speichere Losungen zu Teilproblemen, verwende die
gespeicherten Losungen, falls das gleicht Teilproblem
wieder auftaucht.

* Beiden Fibonacci-Zahlen sind die Teilprobleme F;, F5, F5, ...

Laufzeit = #Teilprobleme - Zeit pro Teilproblem
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Fibonacci: Bottom-Up

fib(n):
= [None] * (n + 1)
for k in [0, 1, 2, .., n]:

if k <= 1:

f =k
else:

f = fn[k-1] + fn[k-2]
fn[k] = f

return fn[n]
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Kurzeste Wege mit DP

Problem

* Gegeben: gewichteter Graph G = (V, E,w), Startknotens € V
— Wir bezeichnen Gewicht einer Kante (u, v) als w(u, v)
— Annahme: Ve € E:w(e), keine negativen Kreise

o Ziel: Finde kirzeste Pfade / Distanzen von s zu allen Knoten
— Distanzvon s zu v: d;(s,v) (Ldnge eines kirzesten Pfades)
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Kirzeste Wege, rekursive Formulierung

* Wir interessieren uns nur fiir die Distanzen d (s, v) (fur alle v)

Rekursive Charakterisierung von d;(s,v)?
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Raten der Losung

Klirzester Pfad von s nach v?

e Welches ist die letzte Kante des kiirzesten Pfads?

* Rate, dass es die Kante (u, v) ist!

* Der Pfad ist ein klirzester Pfad von s nach u + Kante (u, v)

Kosten: d;(s,u) + w(u, v)
 Um die beste Moglichkeit zu finden, teste alle Moglichkeiten

e Zeit, um ein Teilproblem zu I6sen:
typischerweise dominiert durch die Anzahl Moéglichkeiten um ein
Teilproblem auf kleinere Teilprobleme zu reduzieren
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Kirzeste Wege, rekursive Formulierung

Rekursive Charakterisierung von d; (s, v)?
de(s,v) = (mi)relE{dG (s,u) + w(u,v)}, dz(s,s) =0
u,v
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Klrzeste Wege in azyklischen Graphen

memo = {}
distance(v):
if v in memo: return memo[v]
d = 0O
if s == v:
d =0
else:
for (u,v) in E:
(gehe durch alle eingehenden Kanten von v)
d = (d distance(u) + w(u,Vv))
memo[v] =
return d
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Kirzeste Wege in allgemeinen Graphen

Idee: Fihre zusatzliche Teilprobleme ein, um die
zyklischen Abhangigkeiten zu vermeiden

Teilprobleme d(Gk) (s,v)
e Lange des kiirzesten Pfades bestehend aus hochstens k Kanten

Abhangigkeitsgraph (“Auffalten” von G)
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Rekursive Formulierung in allg. Graphen

Teilprobleme d(Gk) (s,v)

e Lange des kirzesten Pfades bestehend aus hochstens k Kanten

Rekursive Definition:

. k—
dg”(s,v) = min, {dg™"(s,u) + w(u, )}

d¥(s,s) =0, (Vk=0)
dg)) (s,v) = oo, (Vv #5)

DP =~ Rekursion + Memoization + Raten
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Klrzeste Wege in allgemeinen Graphen

memo = {}
distance(k, v):
if (k, v) in memo: return memo[ (k, v)]
d = 0O
if s == v:
d =0
elif k > o:
for (u,v) in E:
(gehe durch alle eingehenden Kanten von v)
d = min(d, distance(k-1, u) + w(u,v))
memo[ (k, v)] = d
return d

distance(v):
return distance(n-1, v)
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Kirzeste Wege mit DP: Laufzeit

Laufzeit bei DP typischerweise:
#Teilprobleme - Zeit pro Teilproblem

e Zeit pro Teilproblem: rekursive Aufrufe kosten 1 Zeiteinheit
— Durch die Memoization wird jedes Teilproblem nur einmal aufgerufen
— Rekursive Kosten sind daher durch 1. Faktor abgedeckt

e Zeit pro Teilproblem: typischerweise #rek. Moglichkeiten

Kurzeste Wege:
* #Teilprobleme:
e Zeit pro Teilproblem:
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Kurzeste Wege: Bottom-Up

* Normalerweise werden dynamische Programme bottom-up
aufgeschrieben
— ist oft effizienter (keine Rekursion, keine Hashtabelle)
— ist oft eine natlirliche Formulierung des Algorithmus

 Bottom-Up DP Algorithmus

— Bendotigt Reihenfolge in welcher die Teilprobleme berechnet werden kénnen
(topologische Sortierung des Abhangigkeitsgraphen)

— Da man sowieso sicherstellen muss, dass keine zyklischen Abhangigkeiten
bestehen, ist diese topologische Sortierung oft sehr einfach zu erhalten

* Reihenfolge beim klirzeste Wege Problem

— Sortiere dék) (s, v) aufsteigend nach k
— Fur gleiche k-Werte gibt es keine Abhangigkeiten
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Kurzeste Wege: Bottom-Up

dist = {}
for k in range(n):
for v in V:
d = 0O
if v == s:
d =0
elif k > ©O:
for (u,v) in E:
(gehe durch alle eingehenden Kanten von v)
d = min(d, dist[(k-1, u)] + w(u,v))
dist[(k, v)] = d
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5 Schritte zur DP Losung

5 Schritte Analyse

1) Teilprobleme definieren #Teilprobleme zahlen

2) Raten (Teil der Losung) #Moglichkeiten zahlen

3) Rekursionsformel aufstellen Zeit pro Teilproblem

4) Rekursion + Memoization Zeit = Zeit pro Teilproblem -
oder #Teilprobleme
Bottom-Up DP Tabelle aufbauen

5) Lose urspringliches Problem Benotigt evtl. zusatzliche Zeit
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5 Schritte zur DP Losung

5 Schritte Fibonacci-Zahl F,,
1) Teilprobleme definieren #Teilprobleme =n
2) Raten (Teil der Losung) nichts zu raten, #Moglichkeiten = 1
3) Rekursionsformel aufstellen Zeit pro Teilproblem = 0(1)
4) Rekursion + Memoization Zeit = Zeit pro Teilproblem - #Teilprobleme
oder =0(1)-n=0(n)
Bottom-Up DP Tabelle aufbauen
5) Lose urspriingliches Problem Losung ist Teilproblem E,, Zeit 0(1)
5 Schritte Single Source Shortest Paths (Bellman-Ford)
1) Teilprobleme definieren #Teilprobleme =n - (n — 1) (alle dék)(s, v))
2) Raten (Teil der L6sung) dék) (s,v): Kante zu v, #M6gl.: 1 + Eingangsgrad von v
3) Rekursionsformel aufstellen Zeit pro Teilproblem = @(1 + in_degree(v))
4) Rekursion + Memoization Zeit = Yireilprobleme Z€it pro Teilproblem
gg’?t;m—Up DP Tabelle aufbauen - Zvev@(l ¥ in_degree(v)) = OUVI-IED
5) Lose urspriingliches Problem Alle dé"—l)(s, ), Zeit O(|V])
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Berechnen der Losung

Rekursive Berechnung der Optimierungsfunktion
* Alle Moglichkeiten werden (rekursive) durchprobiert
* Die beste (min/max) wird ausgewahlt

Berechnen der Losung

* Der rekursive Aufruf der Optimierungsfunktion gibt nur den
optimalen Funktionswert zurtick (z.B. Lange des kiirzesten Pfades)

 Um die rekursive berechnete Losung zu erhalten, muss man sich
merken, welche der Moglichkeiten in jedem Schritt den optimalen
Wert ergeben hat

e Wenn man DP mit der Hashfunktion macht, kann man sich das z.B.
durch eine zweite/erweiterte Hashtabelle merken

* Bottom-Up: Man speichert in jede Zelle der Tabelle nicht nur den
besten Wert, sondern auch wie man ihn erhalten hat
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Losung berechnen: Parent Pointers

Allgemeines DP

memo = {}
parent = {}
DP(x1, x2, .., xk):
if (x1, x2, .., xk) in memo:
return memo[ (x1, x2, .., xk)]
if (x1, x2, .., xk) in Basis
value = ..
else:
value = min/max des Wertes von DP(x1, x2, .., xk)
uber Vorgangerknoten (yl, y2, .., yk) im
Abhangigkeitsgraphen (hangt von x1, .., xk,
yl, .., yk, sowie DP(yl, y2, .., yk) ab
memo[ (x1, x2, .., xk)] = value
parent[(x1, x2, .., xk)] = (y1, y2, .., yk)-Tupel, welches
das min/max erreicht hat
return value
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Blocksatz berechnen

Gegeben: Text T (Liste mit Wortern)
Zeilenlange W (#Zeichen pro Zeile)

Ziel: Text T mit Zeilenlange W im Blocksatz ausgeben

— Man muss in Zeilen unterteilen und mit Leerzeichen auffillen, damit jede

Zeile (mit mind. 2 Wortern) am Schluss mit einem Wort anfangt und aufhort
und genau W Buchstaben hat.

Einfache Losung: Greedy Algorithmus

* Text: bla, bla, bla, ha, bla, bla, sehrlangeswort, Zeilenlange: 15

Greedy: besser:
bla bla bla ha bla bla bla
bla bla bla ha bla

sehrlangeswort sehrlangeswort
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Blocksatz, Qualitat einer Losung

* Wenn moglich sollten alle Wortabstande ahnlich gross sein, sehr
grosse Abstande sollten wenn moglich vermieden warden

* Fur jede Zeile definieren wir die badness als Mass, wie schlecht die
Abstande sind (als Kosten der Zeile), z. B.

— chars: #Buchstaben aller Worter der Zeile
— words: #Worter der Zeile

badness = (W — chars — (words — 1))3

* Die Gesamtkosten einer Aufteilung in Zeilen ist dann die Summe
der badness-Werte aller Zeilen

* Diese Kosten sollen minimiert warden!
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Blocksatz: Teilprobleme, Rekursion

e Wie kann man die Gesamtkosten rekursiv minimieren?
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Blocksatz: Teilprobleme, Rekursion

Teilprobleme:

* blocksatz(i): Kosten, wenn man mit dem i-ten Wort beginnt
— Wort i ist am Anfang einer Zeile
— Nur die Zeilen ab Wort i werden betrachtet

Rekursion:
blocksatz(n) =0
blocksatz(i) = m>ip badness(i, j) + blocksatz(j)
j>i
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Blocksatz: Dynamisches Programm

memo = {}; nextline = {}

blocksatz(i):
if 1 in memo: return memo[i]

if 1 >= n: cost = 0O

else:
b = badness(i, i + 1)
cost = o
j=1+1

min idx =1 + 1
while j <= n and b < o:
c = b + blocksatz(j)
if ¢ < cost:
cost = ¢; min_idx = j
j +=1
b = badness(i, j)
memo[i] = cost; nextline[i] = min_idx
return cost
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Editierdistanz

* For two given strings A and B, efficiently compute the
edit distance D(A, B) (# edit operations to transform A4 into B)

as well as a minimum sequence of edit operations that transform
Ainto B.

« Example: mathematician = multiplication:

mutip{b:tio//n
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Editierdistanz

Given: Two strings A = a,a, ...a,, and B = b;b, ... b,

Goal: Determine the minimum number D (4, B) of edit operations
required to transform A into B

Edit operations:

a) Replace a character from string A by a character from B
b) Delete a character from string A

c) Insert a character from string B into A

ma -t hem--aticilan
mu l ti1plicatio--n
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Editierdistanz - Kostenmodell

* Cost for replacing charactera by b: c(a,b) = 0

e Capture insert, delete by allowinga = € or b = &:

— Cost for deleting character a: c(a, €)
— Cost for inserting character b: c(&, b)

* Triangle inequality:
c(a,c) <c(a,b) +c(b,c)

— each character is changed at most once!

* Unit cost model: c(a,b) = {(1), ;?Z 7:& z
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Rekursive Struktur

* Optimal “alignment” of strings (unit cost model)

bbcadfagikcem and abbagflrgikacc:

b bcagta g1 k - ccm
abb-adflzragi1kacec-

* Consists of optimal “alignments” of sub-strings, e.g.:
-bbcagfa —glk-ccm
abb-adfl rgikacc-

 Edit distance between 4;,,, = a, ...a, and By, = by ... by:

D(A,B) = mm{D(Al 0 B1e) + D(Aks1m Bovin)}
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