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Aufgabe 1: Wihrungsarbitrage (9 Punkte)

Gegeben sei eine Matrix (w;;) € R™ ™ mit w;; > 0 und wy = 1, welche Tauschkurse zwischen n
Wiéhrungen darstellt. Der Eintrag w;; gibt dabei an wie viel von Wéhrung j man fiir eine Einheit
von Wihrung i erhilt. Unser Ziel ist es eine Wihrung i; € [n]' zu finden fiir die ein Kreis von
Tauschvorgéngen (i; — ... — i — 41) existiert, sodass wj, i, -+ - Wi, _, i, * Wiy i, > 1 ist. Das bedeutet,
dass wir nach dem Tauschen in der gegebenen Reihenfolge mehr von Wahrung i; haben als zuvor,
wodurch wir zweifelsfrei unendlich reich werden konnen.

(a) Angenommen es gibe keine Kreise wie oben beschrieben. Reduzieren Sie dass Problem eine Tausch-
folge (i1 — ... — ix) von 4y nach iy mit mazimalem Produkt wj, ;,---wj, . zu finden, auf
das Problem einen Pfad (i1 — ... — ix) mit minimaler Kantengewichtssumme auf der Clique
G=V=[n],E={(ij): [n]2i#j€[n]}) mit Gewichtsfunktion w’(,j) zu finden. (6 Punkte)

Hinweise: Definieren Sie die Gewichtsfunktion w'(i,j) = f(wij) auf G als Funktion von wjj;, sodass
aus dem groften multiplikativen “Pfad” in der Matriz (w;;) der kleinste additive Pfad in G wird
(welche Funktion ¢ leistet {(a -b) = £(a) + £(b) ?). Erkliren Sie warum der kiirzeste Pfad in G den
Gewinn mazimiert (bzw. den Verlust minimiert).

(b) Geben Sie einen Algorithmus an, der in O(n?) Zeitschritten feststellt, ob ein Kreis (iy — ... —
i — 41) mit Wy, 4, - - Wiy, 4, - Wiy, > 1 existiert. Gehen Sie davon aus, dass Sie auf einen Eintrag
der Matrix (w;;) in O(1) zugreifen kénnen. Begriinden Sie die Laufzeit. (8 Punkte)

Hinweise: Sie diirfen die obige Reduktion als Blackbox benutzen, falls Sie (a) nicht lésen konnten.
Gehen Sie in dem Fall davon aus, dass G einen negativen Kreis hat genau dann wenn es einen
Kreis von Tauschvorgingen mit Produkt > 1 in der Matriz (w;j) gibt.

Musterlosung

(a) Wir kennen Algorithmen zum Finden minimaler (additiver) Pfade in einem Graphen. Allerdings
muss das Problem in ein Graphenproblem umgewandelt werden, in eine additive Form gebracht
werden und von einem Maximierungsproblem in ein Minimierungsproblem umgewandelt werden.

Sei G die Clique iiber den Knoten [n] mit Gewichtsfunktion w’(z, j) := — log(w;) fiir alle (i, j) € E.
(8 Punkte)

Es gilt, dass log(w;j) > —oo ein endlicher Wert ist (aufgrund w;; > 0). Allerdings kénnen wir
sowohl positive als auch negative Kantengewichte haben. Sei (i1 — ... — i) ein Pfad von i; nach
i in G und sei P = (eq,...,e,_1) die Menge der zugehorigen Kanten von i1 nach i in G.

n]:={1,...,n}




Falls (i1 — ... — ix) das Produkt 1_[2:11 Wi,.i,,, Maximiert, dann ist log (1—[;:11 Wiy i, +1) ebenfalls

maximal (da die Logarithmusfunktion auf R*\{0} streng monoton wachsend ist). Dies wiederum
ist genau dann der Fall, wenn — log (Hf;ll Wiy g +1) minimal ist. Es gilt die Gleichung

k—1 k—1 k—1
— log ( Hwimzﬂ) = Z —log wi, i, = Z w'(e;). (1)
i=1 i=1 i=1

Damit ist 1—[?711 Wiy i,,, Maximal genau dann wenn Zf’:ll w'(e;) minimal ist. Zusammenfassend:

Der Pfad der —log(Pfadlénge) in G minimiert, maximiert den Gewinn und umgekehrt. (3 Punkte)

(b) Wir reduzieren dass Problem auf ein Graphenproblem mit Graph G und Gewichtsfunktion w’
wie oben angegeben. Das geht in Zeit O(n?) um die Gewichte zu ermitteln. Dann fithren wir
den Algorithmus von Bellman-Ford in O(|V||E|) = O(n?®) aus um zu ermitteln ob es in G einen
negativen Kreis gibt. Ein Kreis mit negativer Summe in G entspricht einem Kreis mit Produkt
> 1 bei der Wihrungsarbitrage (das sieht man anhand von Gleichung 1).

Aufgabe 2: Dynamisches Programmieren: Schachbrett (8 Punkte)

Gegeben sei ein Schachbrett mit n x n Feldern. Wir identifizieren die Felder des Schachbretts mit
Tupeln (z,y) € [n]?, wobei (1,1) dass Feld ganz links unten, (n,1) das Feld ganz rechts unten und
(n,n) das Feld ganz rechts oben beschreiben soll (die anderen Felder werden entsprechend linear
durchnummeriert).

Gegeben sei nun ein Spielstein, der sich initial in der untersten Reihe auf einem Feld (x,1) fiir x € [n]
befindet. Wir mochten den Spielstein entlang eines Pfades bis in die oberste Reihe bewegen.

Es gibt aber Einschréinkungen beziiglich der Bewegungen des Spielsteines: Sei (x,y) die aktuelle Po-
sition des Spielsteins. Dann darf der Spielstein immer nur auf die Felder (z—1,y+1), (z,y+1) oder
(x+1,y+1) bewegt werden und auch das nur, falls der Spielstein dann auf dem Schachbrett bleibt.
Zusitzlich sei eine Funktion v : [n]? x [n]? — R* gegeben, welche zwei Punkte p1,ps € [n]? auf dem
Schachbrett auf einen reellen Wert v(p;,p2) = 0 abbildet. Wenn die Spielfigur nun von p; nach ps
bewegt wird (geméaf der obigen Einschrinkungen), gewinnt man v(p1, p2).

Beschreiben Sie einen Algorithmus oder geben Sie Pseudocode an, der nach dem Prinzip des dynami-
schen Programmierens in O(n?) Zeitschritten einen Pfad (p; — ... — p,) des Spielsteines von einem
beliebigen Feld p; der untersten Reihe des Schachbretts zu einem beliebigen Feld p,, der obersten Reihe
findet, welcher den Gesamtgewinn Z?:_ll v(pi, pi+1) maximiert. Begriinden Sie auch kurz die Laufzeit.

Hinweis: Sei w(x,y) der maximale Gewinn den man noch erzielen kann wenn wir von Feld (x,y) aus
starten. Stellen Sie zuerst eine rekursive Berechnungsvorschrift fir w(z,y) auf. Gehen Sie davon aus,
dass v(p1,p2) in O(1) Zeitschritten berechnet werden kann.

Musterlosung

Wie tun wie im Hinweis befohlen und stellen die Rekursionsgleichung auf. Im Basisfall sind wir schon
ganz oben auf dem Schachbrett und haben w(xz,n) = 0 fiir alle z € [n]. Sei y < nund 1 < z < n.
Dann haben wir

w(z,y) = max (v((x,y), (z—1,y+1)) + w(z—1,y+1),

v((:c,y),(x,y—i—l)) + w(z,y+1), (2)
v((m, y), (x+1, y+1)) + w(m—i—l,y—i—l)).

Falls x = 1,y < n ist, kénnen wir nicht schrég links nach oben gehen und erhalten

w(l,y) = max (v((x,y), (ac,y—i—l)) + w(x,y—i—l),v((x,y), (3:—|—1,y+1)) + w(:v—i—l,y—i—l)). (3)



Falls x = n,y < n ist, erhalten wir analog

w(n,y) = max (v((ac,y), (a:—l,y—i—l)) —l—w(x—l,y—i—l),v((a:,y), (m,y—i—l)) + w(:c,y—i—l)). (4)

Mit dieser Berechnungsvorschrift kénnen wir nun w(z,y) rekursiv berechnen und dabei mittels dy-
namischer Programmierung massiv Zeit sparen indem wir bereits berechnete Teillosungen in einem
Worterbuch abspeichern.

Algorithm 1: w(z,y)
if y = n then
L return 0

if memo(x,y) is not Null then
| return memo(z,y)

if 1 <x <n then

| result « compute w(zx,y) recursively with Equation 2
else if z = 1 then

| result < compute w(x,y) recursively with Equation 3
else

| result « compute w(z,y) recursively with Equation 4
memo(z,y) <« result
return result

(4 Punkte)

Den Pfad erhalten wir dann bspw. indem wir alle Werte von w(z,y) vorberechnen und in memo spei-
chern und daraus den Pfad rekonstruieren.

Algorithm 2: computeOptPath
memo <« empty dictionary
for z € [n] do
L w(z, 1) // £ills memo

Zopt — arg max (memo(z, 1))
z€[n]

P «— empty sequence of points

P.append(zopt, 1)

for y < 2 ton do

Topt <« argmax (memo(w,y))
(EE{IEopt_Ll'optyxopt""l}

P.append{ (maph 3/) }
return P

(2 Punkte)

Da wir jeden Wert w(z,y) hochstens einmal rekursiv berechnen und ihn danach in memo speichern,
haben wir hochstens O(n?) Rekursionsaufraufe insgesamt, also so viele wie es Punkte (z,y) € [n]?
gibt (asymptotisch). Denn sind einmal alle Werte w(x,y) in memo gespeichert, wird bei zukiinftigen
Aufrufen von w(x,y) die Rekursion unterbunden, indem memo(z,y) zuriickgegeben wird, was dann
lediglich O(1) Zeitschritte benotigt. Das Ermitteln des Pfades geht in O(n). (2 Punkte)

Aufgabe 3: Blocksatz-Algorithmus (13 Punkte)

In dieser Ubung sollen Sie den Blocksatz-Algorithmus aus der Vorlesung implementieren und auf
den Text in der Datei input.txt anwenden. Eine Zeile soll 80 Zeichen (Buchstaben/ Satzzeichen/
Leerzeichen) enthalten. Ein Zeilenumbruch wird in Python mit “\n” codiert. Der Sonderfall, dass ein
Wort mehr Zeichen hat als eine Zeile enthalten darf, muss nicht betrachtet werden.



(a)

(b)

Implementieren Sie die Funktion badness(i, j), welche die badness einer Zeile zuriick gibt, die mit
dem i-ten Wort beginnt und mit Wort j — 1 endet. (8 Punkte)

Implementieren Sie den Blocksatz-Algorithmus. Berechnen Sie die optimalen Positionen der Zeile-
numbriiche in input.txt und die Gesamtbadness. Fiigen Sie Ihre Gesamtbadness erfahrungen.txt
hinzu. (5 Punkte)

Damit der ausgebene Text gut aussieht, diirfen sich die Abstdnde zwischen Wértern in einer Zeile
nicht um mehr als 1 unterscheiden, d.h. wenn x und y die Gréflen beliebiger Abstéinde einer Zeile
sind, so soll |z —y| < 1 gelten. Implementieren Sie die Funktion pretty_print(i,j), welche die
Worter von 4 bis j —1 in ein Stringobjekt schreibt und Abstédnde der richtigen Gréfie zwischen den
Wortern einfiigt. Die Methode muss nicht ordnungsgeméf funktionieren, falls die Worter inklusive
der notwendigen Leerzeichen nicht in eine Zeile passen.

Lesen Sie die Datei input.txt ein, nutzen Sie Aufgabe a) und b) und schreiben Sie den Text im
optimalen Blocksatz (bzgl. Ihrer badness-Funktion) in die Datei output.txt. Laden Sie die Datei
output.txt in den SVN. (5 Punkte)

Hinweise: Satzzeichen am Ende eines Wortes zdhlen zum Wort hinzu. Achten Sie beim Visualisie-
ren Ihres Ergebnisses output.tzt mit einem Texteditor ihrer Wahl darauf, dass Zeilenumbriiche
korrekt angezeigt werden und verwenden Sie nur monospace Schriftarten (alle Zeichen haben die
gleiche Breite).

Musterlosung

(b)

Die Gesamtbadness betriagt 6746.



