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Aufgabe 1: Rot-Schwarz Baume (10 Punkte)
(a) Entscheiden Sie fiir jeden der folgenden Baume, ob es sich um einen Rot-Schwarz Baum handelt
und falls nicht, welche Eigenschaft verletzt ist: (8 Punkte)
/ | \ | / |
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(NIL)  (NiL)  (NIL) (NIL)(NIL)  (NIL) (NIL)  (Nin)  (NIL)  (NIL)

(b) Fiihren Sie auf folgendem Rot-Schwarz Baum zuerst die Operation insert(8) und danach delete(5)
aus. Zeichnen Sie den resultierenden Baum. Dokumentieren Sie Thre Zwischenschritte.! (7 Punkte)
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(a) Von links nach rechts:

1) Kein Rot-Schwarz-Baum, da kein bindrer Suchbaum (die Wurzel hat ein rechtes Kind mit
kleinerem Schliissel).

2) Rot-Schwarz-Baum

Wie haben hier einen Beispielcode zum Zeichnen solcher Baume in BTEX bereitgestellt.


https://ac.informatik.uni-freiburg.de/teaching/ss_24/ad_lecture/exercises/exercise07/Tree-Template.zip

3) Kein Rot-Schwarz-Baum: Die Anzahl schwarzer Knoten auf einem Pfad von der Wurzel zu
einem Blatt ist grofler, wenn man durch den linken Teilbaum geht.

(b) Wir fligen zuerst einen roten Knoten mit Schliissel 8 ein, so wie man allgemein Schliissel in binére
Suchbéume einfiigt.

(NIL) (NI NIL

NIL NIL

Wir befinden uns im Fall 1b aus der Vorlesung. Wir machen also ein right-rotate(9,8),

o
Lo

danach ein left-rotate(7,8)

NIL (NIL)  (NIL]NIL)

NIL



und farben schliefflich Knoten 8 schwarz und Knoten 7 rot.

.o

NIL (NIL)  (NIL)NIL)

Nun fiithren wir delete(5) aus. Wir befinden uns im Fall 2b aus der Vorlesung (schwarzer Knoten
mit zwei NIL-Kindern). Zunéchst entfernen wir Knoten 5 aus dem Baum und farben —um die
Schwarztiefe zu korrigieren— das rechte NIL-Kind von 4 doppelt schwarz.

.

NI

NIL

Wir befinden uns im Fall A.2 aus der Vorlesung. Wir machen ein left-rotate(1,3)
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NIL
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1 NIL Il\h\ﬂﬁ

NIL

und farben Knoten 1 und 3 um.
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NIL NIL (NIL|NIL)  (NIL)

NIL

Nun befinden wir uns im Fall A.1. Wir machen also ein right-rotate(4,3)

(NIL)  (NILNIL)

und farben um. Am Ende sieht der Baum so aus

.o

(NIL)  (NIL[NIL)  (NILJNIL]

NIL

Aufgabe 2: Balancierte Suchbiaume (10 Punkte)

Sei ein black-box-tree ein bindrer Suchbaum fiir den aber ausserdem folgende Zusatzeigenschaft gilt:
Fiir jeden Knoten v unterscheidet sich die Tiefe? des rechten und linken Teilbaums um héchstens 1.
Hinweis: Da die Tiefe nicht fir leere Teilbdume definiert ist, nutzen wir wie bei Rot-Schwarz Baumen
den Trick einen NIL Knoten an jedes ”Blatt” zu hangen. Obige Zusatzeigenschaft muss also nur fir
die nicht-NIL Knoten gelten.

(a) Beweisen oder Widerlegen Sie: In einem black-box-tree konnen Pfade von der Wurzel zu Bléttern
existieren deren Lénge sich um mehr als 1 unterscheidet. (1 Punkt)

2Die Tiefe ist die Lange des langsten Pfades der Wurzel zu einem Blatt.



(b)

(d)

Beweisen Sie induktiv, dass ein black-box-tree der Tiefe d > 0 bis zur Tiefe L%J voll besetzt ist.
Wir nehmen hier an dass ein Baum mit Tiefe d = 0 aus nur einem NIL Knoten besteht. (3 Punkte)

Bemerkung: Ein Baum ist zur Tiefe d' voll besetzt wenn er fiir alle v < d' genau 2* Knoten mit
Tiefe x hat (d.h., Schicht x des Baumes hat die mazimale Anzahl Knoten,).

Geben Sie die minimale Anzahl von Knoten eines black-box-tree in Abhéngigkeit von d als Rekur-
sionsgleichung an und begriinden Sie. (8 Punkte)

Hinweis: Driicken Sie die minimale Anzahl der Knoten eines black-boz-tree der Tiefe d rekursiv
mittels der min. Anzahl Knoten niedrigerer black-boz-tree aus (mit Basisfallen fir Tiefe 0 bzw.

1).
Zeigen Sie dass ein black-box-tree mit n Knoten Tiefe O(logn) hat. (8 Punkte)

Hinweis: Benutzen Sie dazu entweder Aussage b) oder Aussage c)
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(a)

(b)

Die Aussage ist wahr, im folgenden ist der Pfad zwischen 8 und 6 um 2 kiirzer als der langste
Pfad. (Statt 2 NIL Kinder wurde aus Platzgriinden immer nur eines der beiden gezeichnet.)
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NIL

Induktionsanfang: Jeder (nicht triviale) Baum hat eine Wurzel, ist also bis zur Tiefe 0 voll
besetzt. Die Behauptung gilt also fiir d = 0 und d = 1.

Induktionsschluss: Angenommen die Behauptung stimmt fir alle black-box-tree mit Tiefe
hochstens d. Wir zeigen dass dies auch fiir einen black-box-tree der Tiefe d+1 gilt.

Sei r die Wurzel eines solchen black-box-tree T' und 1, und T, der linke bzw. rechte Teilbaum
an r. Einer der beiden Teilbdume Ty, T, muss nun Tiefe d haben, da T Tiefe d+1 hat. Der

andere muss dann Tiefe mindestens d —1 haben, aufgrund der black-box-tree-Eigenschaft. Der

niedrigere von beiden Teilbdumen ist aufgrund der Induktionsvoraussetzung bis Tiefe L%J

(258 1) = | 4]

— 1 voll besetzt. Dies gilt natiirlich auch fir den anderen (tieferen) Teilbaum.
Damit haben wir in 7" eine voll besetzte Schicht mehr (die Wurzel kommt hinzu) weshalb T bis
zur Tiefe |[HEL] — 14+ 1 = |%EL] voll besetzt ist.

Sei N; die Mindestanzahl von Knoten eines black-box-tree der Tiefe d. Ein black-box-tree der
Tiefe 0 hat genau einen Knoten (die Wurzel), wir setzen daher Ny = 1. Ein Baum der Tiefe 1 hat
prinzipiell 2 oder 3 Knoten, da wir aber davon ausgehen dass wir immer NIL Kinder haben, hat
ein Baum mit Tiefe 1 sogar genau 3 Knoten. Somit ist Ny = 3.



Sei nun d > 2. Wir definieren Ny rekursiv. Ein black-box-tree 1" dieser Tiefe besteht aus einer
Wurzel r und einem rechten und linken Teilbaum 7} respektive T,.. Einer der beiden Teilbdume
(0.B.d.A. sei das T}.) muss offensichtlich Tiefe d—1 haben (da T Tiefe d hat) besteht also aus
mindestens Ny_1 Knoten. Dann muss Ty aufgrund der black-box-tree-Eigenschaft Tiefe mindestens
d — 2 haben besteht also N _s Knoten. Damit ist die Mindestanzahl der Knoten von 7' rekursiv
gegeben durch

Ng=Ng_ 1+ Ng_o+1.

Mittels (b): Ein black-box-tree der Tiefe d ist nach (a) bis zur |4 ]-ten Schicht voll besetzt. D.h.,
dieser Baum hat mindestens n > 2l%/2 Knoten (wir brauchen nur eine sehr grobe Abschitzung
fiir die Asymptotik). Damit ist

byl

d € O(log(n)).

Mittels (c): Fast analog zur Fibonacci-Folge aus dem Hinweis haben wir Ny = Ny_1+ Ny o+1 =
2Ng_9 + Ng_3 + 2 > 2N4_5. Anschaulich heifit das, dass sich die Mindestanzahl der Knoten in
einem black-box-tree mindestens alle zwei “Tiefenschritte” verdoppelt. Konkret heifit das Ny >
OINy 9> 22Ny 4> - > 2ld/2] Ni_21as2) > 2l4/2] Ny = 2l4/2] | Der Rest geht wie oben.



