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Aufgabe 1: Partitioning (12 Punkte)

In der Vorlesung wurde die bindre Suche mithilfe von Vorbedingung, Nachbedingung und Schleifenin-
variante gezeigt. In dieser Aufgabe wenden Sie dieselbe Methodik auf den Partitionierungsalgorithmus
von QuickSort an. Zur Wiederholung: Bei QuickSort wird zunéchst ein Pivot-Element ausgewéahlt.
Nun wird das Array in 2 Teile geteilt, wobei im vorderen Teil alle Elemente kleiner und im hinteren
Teil sollen alle grofer als das Pivot sein. Dieser Schritt wird Partitionierung genannt. AnschlieBend
wird QuickSort rekursiv auf die beiden Teilarrays angewendet.

Algorithm 1 Quicksort pseudocode, sortiert A[start..end]
1: procedure QUICKSORT(A, start, end)
2 if start > 0 and end > 0 and start < end then
3: p < partition(A4, start, end)
4
5

QUICKSORT(A, start, p) > Pivot is included
QUICKSORT(A, p + 1, end)

Eine der folgenden Implementierungen ist korrekt, die andere nicht. Thre Aufgabe ist es, mithilfe von
Vorbedingung, Nachbedingung und Schleifeninvariante die Korrektheit einer Implementierung zu be-
weisen oder ein Beispiel zu konstruieren, bei dem die Partitionierung nicht wie gewiinscht funktioniert.
Nachstehend sind die Bedingungen fiir ein Array A[0..n — 1] der Gréfe n und ein Pivot-Element pivot
aufgefiihrt, die fiir einen korrekten Partitionierungsalgorithmus erfiillt sein sollten.

Algorithm 2 Partitionl(A, start, end) Algorithm 3 Partition2(A, start, end)
1: procedure PARTITION(A, start, end) 1: procedure PARTITION(A, start, end)
2 pivot := Alstart] 2 pivot := Alstart]
3 [ := start 3 [ := start
4: r:=end 4: r:=end
5: while True do 5: while True do
6 while [ < r and A[l] < pivot do 6 while [ < r and A[l] < pivot do
7 l:=104+1 7 l:=104+1
8 while | <r and A[r] > pivot do 8 while | <r and A[r] > pivot do
9: r:=r—1 9: ri=r—1
10: if [ > r then 10 if [ > r then
11: swap(A[start], A[l]) 11: swap(A[start], A[r])
12: return [ 12: return r
13: else 13: else

14: swap(A[l], A[r]) 14: swap(A[l], A[r])




e Vorbedingung;:

0 < start < end < n.

e Schleifeninvariante:

Vx € [start,| — 1] : A[z] < pivot
Va € [r+ 1,end] : Alzx] > pivot

e Nachbedingung:

Vx € [start,r] :Alz] < pivot
Vo € [r+1,end] :A[z] > pivot

Hinweis: Wenn Sie ein Beispiel konstruieren, bei dem der Algorithmus nicht wie gewiinscht funk-
tioniert, miissen Sie die Vorbedingung erfiillen, damit das Beispiel giiltig ist. Falls Sie ein Beispiel
angeben, bei dem der Algorithmus nicht terminiert, ist dies ebenfalls ein giiltiges Gegenbeispiel, da
die Nachbedingung in diesem Fall nicht erfiillt werden kann. Wenn Sie die Korrektheit eines Algorith-
mus behaupten, begriinden Sie bitte auch kurz, warum dieser terminiert (Laufzeiten sind hier nicht
relevant; es muss lediglich gezeigt werden, dass der Algorithmus irgendwann terminiert).

Die Schleifeninvariante soll sowohl vor als auch nach jeder Iteration der dufleren Schleife gelten. Es
muss also gezeigt werden, dass die Schleifeninvariante zu Beginn der ersten Iteration der dufleren
Schleife gilt, und dass sie, wenn sie vor einer Iteration der dufleren Schleife giiltig ist, auch nach dieser
Iteration giiltig bleibt.

Aufgabe 2: Quadratwurzel (4 Punkte)
Gegeben sei eine ganze Zahl n € N. Bestimmen Sie die grofite ganze Zahl x, sodass
z? <n.

Beschreiben Sie einen Algorithmus zur Berechnung von x, der eine Laufzeit in O(logn) hat. Beweisen
Sie, dass ihr Algorithmus die erwiinschte Laufzeit hat.

Aufgabe 3: Schnelle Potenzierung (4 Punkte)

Gegeben seien zwei Zahlen a € R und n € N. Geben Sie einen Algorithmus der den Wert a™ berechnet.
Ihr Algorithmus muss eine Laufzeit von O(logn) haben. Beweisen Sie, dass ihr Algorithmus die
erwiinschte Laufzeit hat.



