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Unterscirift:

Erst offnen wenn die Klausuraufsicht die Erlaubnis erteilt!

e Legen Sie Ihren Studentenausweis sichtbar vor sich.
e Schreiben Sie Thren Namen und Ihre Matrikelnummer an die vorgesehenen Stellen.

e Unterschreiben Sie diese Seite, um zu bestatigen, dass Sie die Fragen ohne unerlaubte Hilfsmittel
beantwortet haben und die Klausuraufsicht iiber (gesundheitliche) Probleme informiert haben.

e Sie diirfen bis zu sechs A4 Seiten handgeschriebene Notizen benutzen (alternativ 3 doppelseitig beschriebene
A4 Blatter).

e FElektronische Hilfsmittel sind nicht erlaubt.

e Schreiben Sie lesbar und nur mit dokumentenechten Stiften. Benutzen Sie keine rote Farbe und
keinen Bleistift!

e Es wird nur eine Losung pro Aufgabe gewertet. Vergewissern Sie sich, dass Sie zusétzliche Losungen
durchstreichen, andernfalls wird die schlechteste Losung gewertet.

e Detaillierte Schritte kénnen Ihnen zu Teilpunkten verhelfen falls das Endergebnis falsch ist.

e Die Schliisselworter Zeigen Sie..., Beweisen Sie..., Begriinden Sie... oder Leiten Sie ... her zeigen
an, dass Sie Thre Antwort sorgfaltig und gegebenenfalls formal begriinden miissen.

e Die Schliisselworter Geben Sie ... an zeigen an, dass Sie lediglich die geforderte Antwort und keine
Begriindung liefern miissen.

e Die folgenden Regeln gelten iiberall, aufler sie werden explizit auer Kraft gesetzt.
e Bei Laufzeitfragen ist nur die asymptotische Laufzeit notwendig.

e Wenn Sie einen Algorithmus angeben sollen, so kénnen Sie Pseudocode angeben. Eine ausreichend
detaillierte Beschreibung der Funktionsweise Thres Algorithmus geniigt jedoch.

e Algorithmen aus der Vorlesung kénnen als Blackbox verwendet werden.

e Lesen Sie jede Aufgabe sorgfaltig durch und stellen Sie sicher dass Sie diese verstanden haben!
e Falls Sie eine Frage zur Aufgabenstellung haben, geben Sie der Klausuraufsicht ein Handzeichen.
e Schreiben Sie Thren Namen auf alle Blatter!

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 Total
Maximum 15 15 10 10 15 15 80
Punkte




Aufgabe 1: Kurze Fragen (15 Punkte)

(a) Consider a basic binary search tree T' as discussed in the lecture. By a basic binary search tree,
we mean one that is not balanced by using rotations. Take two elements = and y, such that = ¢ T
and y € T. If we perform insert(z) followed immediately by remove(z), is the resulting tree
always identical to 77 What happens if remove(y) is performed first, and then insert(y)?
Briefly justify your answers or construct an example if the answer is "no”. (5 Punkte)

(b) Let pre; = {15, 9, 8, 5, 14, 11, 22, 25, 23, 28} and pres = {5, 3, 2, 4, 7, 8, 6} be two key sequences
that supposedly result from a preorder traversal of a binary search tree. Draw the corresponding
search trees T1 and Ty, if possible. If it is not possible, explain why. (5 Punkte)

(¢) What is the asymptotic complexity of the following pseudocode? State the complexity in terms
of ©(-)-notation and give an explanation. How large will y be asymptotically at the end of the
execution of the algorithm? Give bounds on the size of y by using ©O(-)-notation and give an
explanation. The asymptotic behaviour for both questions should be given as a function of the
input parameter n.

Algorithm 1 Mystery(n)
141
y+0
while ¢ < n do
Yy—y+t
1412

(5 Punkte)
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Aufgabe 2: Landau-Notation (15 Punkte)

(a) Gegeben folgende 5 Funktionen in Abhéngigkeit von n € N. Geben Sie eine Sortierung der
Funktionen beziiglich der O-Notation an, sprich, fiir zwei aufeinanderfolgende Funktionen f,g
in dieser Sortierung gilt jeweils f(n) € (’)(g(n)) Die angegebenen Beziehungen miissen weder
bewiesen noch begriindet werden. (5 Punkte)

* (8log(n))?
° 11—0 log(n'9%)

[ 2n5
e 1.017

6n% +3n+ 5logn

(b) Beweisen oder Widerlegen Sie anhand der Definition der Landau-Notation:

n3/4 . nl/S . n1/3 c @(n)

(8 Punkte)
(c) Beweisen Sie anhand der Definition der Landau-Notation:
n € Q(22Viem)
(8 Punkte)
(d) Beweisen Sie anhand der Definition der Landau-Notation:
n! € o(n")
(4 Punkte)
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Aufgabe 3: Counting elements (10 Punkte)

Given an array A of n elements, design and describe an O(n)-time algorithm that outputs how often
each distinct element occurs in the array. Argue why your algorithm has the desired time complexity.

Input

e An array A of n integers.

Output
e For each distinct element x in A, output a pair (z, f;), where f, is the number of times = occurs

in A.

Example

Input:

A =T[4, 2, 4, 3, 2, 2]
Output:

4, 2)
(2, 3
3, D

(Note: The order of the output pairs does not matter.)



Losungsblatt Aufgabe 3



Aufgabe 4: Off to the Movies (10 Punkte)

Consider the road network of the large city of Cinemapolis, represented as a directed graph G = (V, E)
(with n = |V| and m = |E|) and a weight function w : E +— N, which reflects travel times by car. Let
K C V be the locations of the cinemas in Cinemapolis.

(a)

Two friends (living at nodes v; € V and vy € V) want to go to the cinema together. There are
k = |K| cinemas, and they want to find a cinema that is most convenient for both of them, i.e.,
the larger of the two travel times should be as short as possible. Formally, we want to compute
c* € K, such that
¢* := argmin{max{dist(vy, ¢), dist(ve, ) } }
ceK

Give an algorithm that solves this problem efficiently. Analyse the runtime of your algorithm in
terms of n, m, and k.

(5 Punkte)

Now assume that k = |K| = logn. With the release of ”Star Wars Zero” in the cinemas, even
[ = \/n friends (living at nodes vy, va,...,v;) decide to go to the cinema together. Again they
want to choose a cinema such that the maximum travel time is minimized. If you tried to use
your algorithm from task (a) to solve this problem, what would be the runtime? Either optimize
your algorithm from task (a), or design a new and efficient algorithm for this scenario. Analyse
the runtime of your algorithm.

Note: To avoid having to write |[logn|,[v/n], you may assume that both logn and /n are
integers. (5 Punkte)
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Aufgabe 5: Minimum Spanning Tree (15 Punkte)

(a) Given an undirected, connected graph G = (V, E) with |E| = |[V| = n and a weight function

w : E'+— N. Provide an algorithm that computes a minimum spanning tree 7" of G in time O(n).
Argue that your algorithm has the desired complexity and that it is correct.

Hint: Recall that trees with n nodes always have n —1 edges. So, since the graph G has exactly
n edges, it is "almost a tree”.

(10 Punkte)

Apply Prim’s algorithm to the graph shown below. Start with node C. Mark the edges that
are in the resulting tree (if coloring: do not use red!!) and write down the order in which the
edges are added to the tree.

Hint: If some edge weight appear twice on the same edge, this is just for clarity — the weight
is mot to be considered twice as large.

(5 Punkte)

10
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Aufgabe 6: Minimum Cost to Paint Houses (15 Punkte)

You are given n houses in a row, and there are k available colors. The cost of painting each house
with a certain color is given in a 2D array costs of size n X k, where costsli|[c| represents the cost of
painting house ¢ with color c.

Your task is to paint all the houses such that no two adjacent houses have the same color, and the
total cost of painting all houses is minimized.

Describe a dynamic programming algorithm that solves the problem in O(n - k) time. Analyse the
time complexity of your algorithm.

Example

Input:

n=3

k=3

costs = [
[1 b 5, 3] b
(2, 9, 41,
(3, 6, 1]

]

Output:

6

Explanation

The optimal way to paint the houses is:

e House 0: color 2 (cost = 3)
e House 1: color 0 (cost = 2)

e House 2: color 2 (cost = 1)

Total cost =3+2+1=06

Suboptimal solutions: Up to 10 out of 15 points can be gained with an algorithm that solves the
problem in O(n - k?) time.

12



Losungsblatt Aufgabe 6

13



