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Unterscirift:

Erst offnen wenn die Klausuraufsicht die Erlaubnis erteilt!

e Legen Sie Ihren Studentenausweis sichtbar vor sich.
e Schreiben Sie Thren Namen und Ihre Matrikelnummer an die vorgesehenen Stellen.

e Unterschreiben Sie diese Seite, um zu bestatigen, dass Sie die Fragen ohne unerlaubte Hilfsmittel
beantwortet haben und die Klausuraufsicht iiber (gesundheitliche) Probleme informiert haben.

e Sie diirfen bis zu sechs A4 Seiten handgeschriebene Notizen benutzen (alternativ 3 doppelseitig beschriebene
A4 Blatter).

e FElektronische Hilfsmittel sind nicht erlaubt.

e Schreiben Sie lesbar und nur mit dokumentenechten Stiften. Benutzen Sie keine rote Farbe und
keinen Bleistift!

e Es wird nur eine Losung pro Aufgabe gewertet. Vergewissern Sie sich, dass Sie zusétzliche Losungen
durchstreichen, andernfalls wird die schlechteste Losung gewertet.

e Detaillierte Schritte kénnen Ihnen zu Teilpunkten verhelfen falls das Endergebnis falsch ist.

e Die Schliisselworter Zeigen Sie..., Beweisen Sie..., Begriinden Sie... oder Leiten Sie ... her zeigen
an, dass Sie Thre Antwort sorgfaltig und gegebenenfalls formal begriinden miissen.

e Die Schliisselworter Geben Sie ... an zeigen an, dass Sie lediglich die geforderte Antwort und keine
Begriindung liefern miissen.

e Die folgenden Regeln gelten iiberall, aufler sie werden explizit auer Kraft gesetzt.
e Bei Laufzeitfragen ist nur die asymptotische Laufzeit notwendig.

e Wenn Sie einen Algorithmus angeben sollen, so kénnen Sie Pseudocode angeben. Eine ausreichend
detaillierte Beschreibung der Funktionsweise Thres Algorithmus geniigt jedoch.

e Algorithmen aus der Vorlesung kénnen als Blackbox verwendet werden.

e Lesen Sie jede Aufgabe sorgfaltig durch und stellen Sie sicher dass Sie diese verstanden haben!
e Falls Sie eine Frage zur Aufgabenstellung haben, geben Sie der Klausuraufsicht ein Handzeichen.
e Schreiben Sie Thren Namen auf alle Blatter!

Aufgabe 1 2 3 4 5 6 7 Total
Maximum 25 15 10 20 15 20 15 120
Punkte




Aufgabe 1: Kurze Fragen (25 Punkte)

(a) Gib eine Folge von insert Operationen an, die fiir einen (nicht balancierten) binéren Suchbaum,
die folgende Struktur generiert. (Es sollten also exakt 11 insert Operationen sein.) (4 Punkte)

(b) Beweisen oder widerlegen Sie: Ein bindrer Suchbaum kann eine Tiefe von o(logn) haben. n ist
die Anzahl der Elemente im bindren Suchbaum. (5 Punkte)

(c) Beschreiben Sie einen Algorithmus, der fiir einen zusammenhéngenden, gerichteten, gewichteten
Graphen G = (V, E,w) entscheidet, ob der Graph einen positiven Zyklus enthélt. Alle Kan-
tengewichte sind reele Zahlen (w : E — R). Ein Zyklus ist positiv, wenn die Summe der Kan-
tengewichte positiv ist. Argumentieren Sie wieso ihr Algorithmus korrekt ist. Was ist die Laufzeit
ihres Algorithmus? (4 Punkte)

(d) Was ist die asymptotische Komplexitit des folgenden Pseudocodes? Gib die Komplexitat in O(-)
notation und gib eine Erklarung.

Algorithm 1 Mystery(n)
for i =n/10 to n do
Y1
while y < n do
y+—y-2+1

(5 Punkte)

(e) Gegeben sei ein gewichteter Graph G = (V, E,w) mit w : E — R, und T' C E, einem Minimum
Spanning Tree (MST) von G. Zeige, dass T auch ein MST von G' = (V, E,w') ist, wobei w'(e) =
(w(e))? gilt.

(7 Punkte)
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Aufgabe 2: Landau-Notation (15 Punkte)

(a) Gegeben folgende 5 Funktionen in Abhéngigkeit von n € N. Geben Sie eine Sortierung der
Funktionen beziiglich der O-Notation an, sprich, fiir zwei aufeinanderfolgende Funktionen f,g
in dieser Sortierung gilt jeweils f(n) € (’)(g(n)) Die angegebenen Beziehungen miissen weder

bewiesen noch begriindet werden. (5 Punkte)
202345678987654345678909876543456789098765435678909876543456789098765434567890987654560
e a(n) = 2020%
e b(n)=2"-logn
o c(n) = 169820 4 32
e d(n) ="78n
o ¢(n) = 4"/?

(b) Beweisen oder Widerlegen Sie anhand der Definition der Landau-Notation:

nM/4 . pl3 12 € 9(n)

(4 Punkte)
(c) Beweisen Sie anhand der Definition der Landau-Notation:
64 n
— | =[le Q2"
5 |l e o
Sie dirfen annehmen, dass n immer eine gerade Zahl ist. (6 Punkte)
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Aufgabe 3: Text Isomorphismen (10 Punkte)

Seien S1 = cicocsey ... ¢y und So = dids . . . d, zwei Zeichenketten der selben Lange. C is die Menge
aller Zeichen die in S; vorkommen und D die Menge aller Zeichen die in Ss vorkommen. Wir sagen
S1 und S5 sind isomorph, wenn eine bijektive Funktion f : C' — D existiert, so dass fiir alle 1 <¢ <n
gilt f(c;) = di.

Beispiel: S; = "paper”, Sy = "title” dann ist C = {a,e,p,r} und D = {e,i,l,t}. Dann ist die
Funktion f definiert durch f('p') ='"t', f('a') ="', f('e') ="I', f('r") = 'e' ein Beweis dafiir, dass S}
und Se isomorph sind.

Entwerfen Sie einen effizienten Algorithmus, der fiir zwei gegebene Zeichenketten S; und Sy entschei-
det, ob die beiden Isomorph sind. Falls ja muss Ihr Algorithmus einen korrekten Isomorphismums
ausgeben.

Argumentieren Sie, dass ihr Algorithmus korrekt ist und analysieren Sie die Laufzeit in Abhé&ngigkeit
der Lange der beiden Zeichenketten n.
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Aufgabe 4: Diebstahlplanung (20 Punkte)

Es stehen n Hauser in einer Reihe, in jedem davon gibt es eine gewisse menge Geld my, mo, ..., m, zu
erbauten. Eine Rauberin will das Geld aus diesen Hausern stehlen. Dabei darf Sie niemals von zwei
benachbarten Hausern stehlen. Sie konnte also z.B. aus Haus 2 und Haus 4 stehlen, aber nicht aus
Haus 3 und Haus 4.

Geben Sie einen effizienten Algorithmus, der als Eingabe die Werte mi,ms, ..., m, nimmt und als
Ausgabe eine Menge an Hausnummern 41,49, . .., i gibt, so dass die Summe an gestohlenem Geld
Z M,
1<j<k
maximiert wird. Es diirfen keine zwei aufeinanderfolgenden Zahlen in i1, 4o, ..., vorkommen.
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Aufgabe 5: Hashing mit offener Adressierung (15 Punkte)

Wir betrachten Hashtabellen mit offener Adressierung und zwei Methoden zur Auflésung von Kolli-
sionen: Doppel-Hashing und Cuckoo-Hashing. Sei m die Grole der Hashtabelle. Wir definieren

hi(z):= (5-x) mod m,
ho(z) =1+ (256 mod (m—l)),
hs(z) := (3 -2 —2) mod m.

(a) Sei hg(x,i) := (hi(x) 4+ i - ha(z)) mod m. Figen Sie die Schliissel 13, 14, 2, 3, 11 der Reihe
nach in eine Hashtabelle der Grofie m := 11 ein. Benutzen Sie dafir hy und Doppelhashing zur
Kollisionsauflosung. (5 Punkte)

(b) Fiigen Sie die Werte 3, 10, 7 der Reihe nach in eine Hashtabelle der Gréle m := 7 ein. Benutzen
Sie Cuckoo-Hashing mit den Funktionen h; und hg zur Kollisionsauflosung. Geben Sie den Zwis-
chenstand der Tabelle nach dem Einfiigen jeden Wertes an (d.h. es sind drei Tabellen anzugeben).

(5 Punkte)

(c) Beweise oder Widerlege: Fiir m € N und Universum N, ist die Menge von Hashfunktionen H =
{hi(x) =2-i mod m |0 <i<m— 1} 2-universell. (5 Punkte)

Hinweis: Die Lésungen zu (a) und (b) sind in die Tabellen auf dem Ldsungsblatt dieser Aufgabe
einzutragen.

10
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Aufgabenteil (a):
Tabellenzustand nach Einfiigen aller Werte:

0 1 2 3 4 ) 6

Aufgabenteil (b):
Nach Einfiigen von 3:

0 1 2 3 4 5 6
Nach Einfiigen von 10:

0 1 2 3 4 5 6
Nach Einfligen von 7:

0 1 2 3 4 ) 6




Aufgabe 6: k-Nah (20 Punkte)

Gegeben sei ein (ungerichteter) Graph G = (V, E) und zwei Knoten u,v € V. Wir méchten bestim-
men, ob v und v hoéchstens k& € N Schritte voneinander entfernt sind.

(a) Geben Sie einen Algorithmus an, um zu bestimmen, ob zwei gegebene Knoten wu,v hochstens k
Schritte voneinander entfernt sind.

Ihr Algorithmus erhélt als Eingabe, den Graphen G = (V, E), einen Parameter k£ € N und zwei
Knoten u,v € V.

Der Algorithmus muss in linearer Zeit terminieren (,also eine asymptotische Laufzeit von O(n+m)
haben).

Begriinden Sie warum Thr Algorithmus korrekt ist und analysieren Sie die Laufzeit. (5 Punkte)

Nun éndern wir den Graphen ein wenig, indem wir den Kanten Gewichte zuweisen. Jede Kante hat
entweder Gewicht 1 oder Gewicht 0. Wir erhalten also einen gewichteten Graphen G = (V, E, w) mit
w: E — {0,1}. Jetzt moéchten wir bestimmen, ob zwei Knoten u, v hochstens Abstand k voneinander
haben.

(b) Geben Sie einen Algorithmus an, um zu bestimmen, ob zwei gegebene Knoten wu,v hochstens
Abstand k voneinander haben.

Ihr Algorithmus erhilt als Eingabe, den Graphen G = (V, E, w), einen Parameter k € N und zwei
Knoten u,v € V.

Der Algorithmus muss in linearer Zeit terminieren (,also eine asymptotische Laufzeit von O(n+m)
haben).

Begriinden Sie warum Thr Algorithmus korrekt ist und analysieren Sie die Laufzeit. (15 Punkte)
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Aufgabe 7: Text Verschiebung (15 Punkte)

Gegeben seien zwei Strings C = ¢gcy...cp—1 und D = dody .. .d,—_1, beide der Linge n. Wir sagen,
dass D eine Rotation von C ist, wenn es einen Wert j gibt, sodass fiir alle 0 < i < n gilt, dass
¢i = ditj mod n- Mit anderen Worten, D ist C, aber zirkular um j verschoben.

Beispiel: Der String thmAlgori” ist eine Rotation von ” Algorithm”, und in diesem Fall ist j = 3.
Andererseits ist "1goAritmh” keine Rotation von ”Algorithm” (es ist eine Permutation, aber keine
Rotation).

Geben Sie einen Algorithmus an, der zwei Strings der Léange n als Eingabe nimmt und in O(n) Zeit
bestimmt, ob einer der beiden eine Rotation des anderen ist. Beweisen Sie, dass Ihr Algorithmus
korrekt ist und dass er die asymptotischen Laufzeitbedingungen erfiillt.
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